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Résumé

La parallélisation d’un programme séquentiel comporte plusieurs étapes: le
calcul des dépendances, leur représentation et 1'utilisation de cette représenta-
tion pour I'application des transformations de programme permettant d’obtenir
un ordonnancement paralléle des instructions du programme. Le succes de la pa-
rallélisation dépend de la précision du test de dépendances et des représentations
utilisés pour ces dépendances.

Nous présentons et comparons, dans cette these, différents algorithmes de
test de dépendances et différentes abstractions de ces dépendances. L’algorithme
du paralléliseur PIPS est basé sur un test de faisabilité approximatif utilisant
I’algorithme de Fourier-Motzkin. Nos expériences montrent que, dans la pratique,
il est suffisamment précis pour traiter des systemes de dépendances et que sa
complexité pratique est polynomiale.

Les différentes abstractions des dépendances ont des précisions différentes.
Pour effectuer légalement une transformation, plusieurs abstractions sont ad-
missibles, c’est a dire contiennent suffisamment d’information pour savoir si la
transformation peut étre appliquée légalement. L’abstraction minimale est celle
qui contient I'information nécessaire minimale appropriée a la transformation.
Nous avons identifié ’abstraction admissible minimale appropriée aux transfor-
mations de programme classiques: inversion de boucle, permutation de boucles,
transformations unimodulaires, partitionnement et parallélisation.

Le cone de dépendance, qui est I’abstraction admissible et minimale pour 1’ap-
plication de toute transformation unimodulaire, contient aussi suffisamment d’in-
formation pour obtenir ’ensemble des ordonnancements linéaires valides mono-
et multi-dimensionnels, identique a celui calculé a partir de I’abstraction des vec-

teurs de distance de dépendance.

Mots cles: parallélisation automatique, dépendance, test de dépendance,

abstraction de dépendance, transformation de programme, réordonnancement.



Abstract

The parallelization of sequential programs requires several stages: analysis
of dependence relations, representation of these dependences and application of
transformations using this representation to find a parallel schedule for the pro-
gram instructions. The success of parallelization depends on the precision of the
dependences test and dependence representation used.

In this thesis, we present and compare different dependence test algorithms
and different data dependence abstractions. The algorithm of the PIPS paralleli-
zer is based on a approximate feasibility test using Fourier-Motzkin elimination.
Our experiments show that, in practice, it is accurate enough for treating depen-
dences systems, and that its practical complexity is polynomial.

Different dependence abstractions have different precision. For deciding whe-
ther a transformation is legal, several abstractions are admissible, meaning they
contain enough information for knowing if this transformation is legal. The mini-
mal abstraction contains necessary minimal information for this transformation.
We have identified the admissible minimal abstractions for classical program
transformations: loop reversal, loop permutation, unimodular transformations,
partitioning and parallelization.

The dependence cone, which is the admissible minimal abstraction for the ap-
plication of all unimodular transformations, also contains sufficient information
for obtaining the mono- and multi-dimensional valid linear scheduling set, iden-

tical to the one computed from the abstraction of dependence distance vectors.
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Introduction

De nombreuses applications scientifiques des domaines de météorologie, dé-
fense, énergie nucléaire et sismique, manipulent un grand nombre de données.
Pour rester compétitives et prendre en considération le nombre de données tou-
jours croissant, ces applications doivent étre traitées en paralléle.

La parallélisation d’un programme séquentiel comporte trois phases essen-
tielles: le test de dépendance, les transformations du programme (permettant
une détection plus facile du parallélisme implicite) et enfin la parallélisation. Le
premier chapitre de cette these introduit les méthodes générales de parallélisation
et vectorisation des programmes.

Le test de dépendance est une des phases les plus importantes pour la dé-
tection et 'exploitation du parallélisme implicite des programmes. Sa précision
et son efficacité conditionnent directement le succes de la phase de parallélisa-
tion. Pour effectuer un test de dépendance, de nombreux algorithmes, exacts
ou approximatifs, de complexité polynomiale ou exponentielle, ont été proposés.
Les tests approximatifs approximent 1’ensemble des solutions et ne testent que
’existence (ou I'inexistence) d’une telle solution. Bien que de nombreux tests de
dépendances proposés soient approximatifs, tres peu d’études ont porté sur 1’éva-
luation de la complexité et de 'exactitude de tels tests sur les programmes réels.
L’algorithme du paralléliseur PIPS est basé sur un test de faisabilité approxima-
tif utilisant ’algorithme de Fourier-Motzkin. Le deuxieme chapitre de cette these
expose les résultats de I’évaluation de sa complexité et de son exactitude.

Afin de paralléliser le programme, ce dernier doit étre restructuré et trans-
formé. Une transformation peut étre appliquée au programme si toutes les dépen-
dances entre les instructions du programme sont respectées. Une représentation

exacte ou approximative caractérisant ces dépendances est donc nécessaire. De



nombreuses abstractions ont été proposées: les itérations de dépendance, les vec-
teurs de distance de dépendance, le cone de dépendance, les vecteurs de direction
de dépendance et les profondeurs de dépendance. Ces différentes abstractions ont
des précisions et des cotits de calcul et stockage différents. Apres une description
de ces différentes abstractions, une comparaison de leur précision est présentée
dans le troisieme chapitre.

La précision des abstractions des dépendances est importante lors de 1’appli-
cation des transformations de programme car certaines transformations pourront
étre déclarées “illégales” pour une abstraction et pas pour une autre (contenant
suffisamment d’information sur les dépendances pour pouvoir tester si elle peut
étre appliquée sans contrarier les dépendances). Les abstractions admissibles pour
chacune des transformations sont parfois multiples. La précision de chacune des
abstractions étant différente, le choix d'une abstraction des dépendances appro-
priée a une transformation est important. Les résultats de 1’étude des relations
entre abstractions de dépendances et transformations de boucles sont exposés au
chapitre 4.

La parallélisation d’un nid de boucles peut étre vue comme un probleme de
réordonnancement des itérations du nid de boucles de maniere a mettre en évi-
dence des boucles paralleles. Des méthodes ont donc été proposées pour calculer
un ordonnancement linéaire des itérations des boucles. Elles utilisent les vec-
teurs de distance de dépendance comme abstraction des dépendances. Le cone de
dépendance est une abstraction des dépendances qui approxime ’ensemble des
vecteurs de distance de dépendance et est plus compact. Le dernier chapitre de
cette these est dédié a I’étude des ordonnancements valides que 'on peut calculer

a partir de cette représentation.
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Chapitre 1

Etat de Dart

De nombreuses applications, de domaines scientifiques différents comme la
météorologie, la défense, 1’énergie nucléaire et la sismique, manipulent un grand
nombre de données. Pour rester compétitives et prendre en considération le
nombre de données toujours croissant, ces applications doivent étre traitées en
paralléle. De nombreux modeles d’architectures paralleles (i.e. MIMD, SIMD,
VLIW) ont été proposés pour exploiter le parallélisme de ces applications a dif-
férents niveaux (i.e. tache, programme, sous-routine, boucle, instruction). Nous
présentons brievement les principaux types d’architectures paralleles dans la pre-
miere section de ce chapitre.

Le parallélisme potentiel des applications doit étre exploité de maniere a utili-
ser au mieux toutes les ressources paralleles de ces architectures. Ce parallélisme
peut étre spécifié soit explicitement par les programmeurs, dans les programmes
a l'aide des primitives d’un langage parallele, soit implicitement. S’il est impli-
cite, le parallélisme devra étre détecté par les compilateurs/paralléliseurs. Dans
la deuxieme section de ce chapitre, nous présentons quelques langages de pro-
grammation parallele.

Pour conserver les bibliotheques scientifiques importantes déja existantes, et
pour que les programmeurs puissent continuer a écrire des programmes séquen-
tiels, des outils d’aide a la parallélisation sont nécessaires. Dans la deuxieme partie
de ce chapitre, nous décrivons les techniques classiques, utilisées par ces outils,
telles que la détection des dépendances, les transformations de programme et les

méthodes de la vectorisation /parallélisation.



1.1 Architectures paralleles

Comme leur nom l'indique, les machines paralleles sont des ordinateurs pou-
vant exécuter plusieurs instructions simultanément. Elles possedent soit plusieurs
processeurs, soit un processeur avec plusieurs unités de traitement, soit une unité
pipelinée, soit encore une combinaison des trois catégories précédentes. Il faut
noter que tous les microprocesseurs récents comme les superscalaires: Super-
SPARC, RS56000, MC88100 et les superpipelines, comme le R4000, qui sont des
machines paralleles. De nombreux modeles d’architecture parallele ont été pro-
posés. La classification de 'architecture des machines la plus connue est celle
de Flynn [Flyn66] qui est basée sur les flux d’instructions et de données. Cette
classification comporte quatre catégories: SISD, SIMD, MIMD, MISD. La classe
des machines MISD est sans intérét pratique et celle des SISD correspond aux

machines séquentielles. Nous nous intéressons donc dans cette these aux deux

catégories SIMD et MIMD.

— SIMD ( un seul flux d’instructions, plusieurs flux de données )
C’est le type des architectures massivement paralleles dont la CM-2 est le
meilleur exemple. Elle caractérise aussi 1’architecture vectorielle comme le
Cray 1. Dans ce modele, plusieurs unités de traitement sont supervisées par
une méme unité de controle. Toutes les unités exécutent la méme instruction

(ou le méme programme), mais operent sur des données distinctes.

— MIMD (plusieurs flux d’instructions et de données )
C’est 'architecture du multiprocesseur. Dans ce cas, plusieurs processeurs
possédant chacun leur propre unité de controle exécutent des programmes
différents, par exemple: ’Encore-Multimax, la Sequent Balance, I'iPSC2,
I'iPSC 1860, le Cray 2, le Cray X-MP, I'Alliant FX/8, 'IBM 3090 et la
CM-5.

La puissance des machines paralleles est liée aux logiciels paralleles. Fabri-
quer des programmes largement paralleles est la clé nécessaire a 'obtention de
bonnes performances pour ces architectures. Dans les deux sections suivantes,

nous présentons deux approches pour la programmation des machines paralleles.

15



1.2 Programmation parallele

Pour obtenir des programmes paralleles, de nombreux programmeurs écrivent
directement leurs programmes en utilisant un langage parallele. Dans ce cas, le
parallélisme est explicite et signalé a I'aide de primitives dans le programme. De
tres nombreux langages paralleles ainsi que des extensions de langages existants
ont été proposés. Nous présentons brievement trois exemples de langage parallele
qui ont des modeles de programmation différents et qui sont dédiés a trois types
différents d’architecture parallele: le langage OCCAM pour les architectures a
base de Transputers, FORTRAN 90 pour les architectures vectorielles (ex. CRAY
1) et HPF, un FORTRAN étendu, pour multiprocesseur SIMD et MIMD.

1.2.1 OCCAM

Le langage Occam a été congu a partir de CSP (Communicating of Sequential
Process) pour la programmation parallele des architectures basées sur les transpu-
ters [Kerr87]. Un transputer contient un processeur, une mémoire et des liens de
communication. Il integre un ordonnanceur gérant des processus par micro-code.
Les communications entre transputers sont réalisées par 'intermédiaire des liens,
elles gerent les envois et réceptions des données sur le réseau de transputers.

L’unité parallele de ce langage est le processus (séquence d’opérations). Plu-
sieurs processus peuvent étre exécutés en parallele. Les processus communiquent
par envoi et réception de messages sur des canaux. Ces échanges sont bloquants
et assurent donc une synchronisation en supplément d’un transfert de valeur. Les

primitives principales du parallélisme sont les suivantes :
— PAR: exécution parallele;
— SEQ: exécution séquentielle;
— ¢? var: réception d’'une variable var sur un canal c;
~ clexpr: envoi de la valeur d’une expression expr sur un canal c.

Le parallélisme de controle est donc le modele sous-jacent. Ce modele est

adapté aux multiprocesseurs MIMD mais il ne permet pas d’exprimer naturel-
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lement des calculs scientifiques. De plus, OCCAM est une version de CSP qui
oblige le programmeur a savoir si les processus qu’il manipule vont se trouver sur
le méme processeur physique ou non. Il est donc, en général, inapproprié pour
coordonner un grand nombres de processus.

Voici un exemple de deux processus communiquants :

PROC p1(CHAN com)
VAR x:
SEQ

comm ! x:

PROC p2(CHAN com)
VAR y:
SEQ

comm? y
LISy

CHAN comm :
PAR
pl(comm)
p2(comm)
Les processus pl et p2 sont exécutés en parallele. p1 calcule la valeur d’une

variable x et envoie cette valeur au canal comm; p2 recoit cette valeur par le méme

canal et I'utilise dans le processus.

1.2.2 FORTRAN 90

Le FORTRAN 90 est un langage cong¢u pour les machines vectorielles. Il est
tout a fait compatible avec le FORTRAN 77, mais possede des opérations et des
fonctions plus riches. La particularité la plus connue du FORTRAN 90 est le
traitement des tableaux en paralléle [MeRe89).

17



Les opérations vectorielles principales sont :

— Daffectation de section de tableau,

Par exemple,

REAL DIMENTION(:,:):: A,B,C

A=B+C
B(1:N,1) = A(1,1:N)
— les opérations logiques sur les tableaux pour les instructions [ F'et WHERE,

Par exemple,

WHERE (A > 0.0)
A=B *xC
END WHERE

— les fonctions intrinseques sur les tableaux telles que: la valeur maximale ou
minimale des éléments d'un tableau MAXVAL(ARRAY )et MINV AL(ARRAY);
le produit des éléments de deux vecteurs DOT PRODUCT(ARRAY 1, ARRAY 2);
la somme des éléments de deux vecteurs SUM(ARRAY 1, ARRAY 2), etc.

Le parallélisme semi-explicite est contenu dans les expressions et les opérations

vectorielles du langage.

1.2.3 HPF

HPF (High Performance Fortran) est un langage de programmation data-
parallele qui est en cours de spécification aux Etats-Unis [HPF92]. HPF est une
extension de Fortran 90 pour la programmation a parallélisme de données. Il
est basé sur la distribution explicite des données, et doit permettre I’obtention de
performances optimales sur les machines MIMD et SIMD a mémoire non uniforme
tout en préservant la portabilité. HPF a étendu Fortran sous plusieurs aspects:
distribution des données, instructions paralleles, intrinseques et librairies, etc.

Afin de permettre d’expliciter des calculs paralleles, HPF offre une nouvelle
instruction FORALL et une nouvelle directive INDEPENDENT. L’instruc-
tion FORALL est une extension de l'affectation a un tableau du Fortran 90.
La construction FORALL regroupe plusieurs affectations qui seront exécutées en

parallele les unes apres les autres sur tout le domaine d’itération. La directive
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INDEPENDENT informe le compilateur que les opérations qui suivent peuvent
étre exécutées en parallele. Elle peut précéder une boucle DO ou FORALL.

Voici un exemple de construction FORALL et un exemple de directive INDE-
PENDENT.

— Exemple 1:

FORALL (I=2:N-1, J=2:N-1)
A(T,J) = A(T,J-1)+A(T,J+1)
B(I,J) = A(I,])

END FORALL

Ceci est équivalent a deux affectations vectorielles:

FORALL (I=2:N-1, J=2:N-1) A(I,J) = A(I,J-1)+A(I,J+1)
FORALL (I=2:N-1, J=2:N-1) B(I,J) = A(I,J)

— Exemple 2:

IHPF$ INDEPENDENT
DO I=1,100

A(P(I)) = B(I) ! P est une permutation
END DO

La directive INDEPENDENT affirme que les 100 itérations de la boucle I

sont indépendantes.

Le premier compilateur de HPF n’est pas encore mis a disposition, il

est prévu pour la fin 1993.

La programmation parallele impose aux programmeurs la responsabilité de
I'identification du parallélisme et sa spécification en langage parallele. C’est une
tache assez complexe méme si le langage possede toutes les constructions paral-
leles nécessaires.

De nombreux programmes écrits en FORTRAN 66 ou en FORTRAN 77 sont
encore utilisés dans le monde du calcul scientifique. Leur traduction manuelle
en codes paralleles n’est pas envisageable, méme pour de petites applications,
sachant que toutes les relations de dépendance doivent étre calculées et vérifiées,

et que le programme doit étre transformé pour spécifier le parallélisme maximum.
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L’utilisation des outils de parallélisation ou de vectorisation automatique devient

des lors nécessaire.

1.3 Vectorisation et parallélisation automatique

La deuxieme approche consiste donc a paralléliser automatiquement les pro-
grammes séquentiels écrits en langages impératifs (ex. Fortran 77, C) grace aux
paralléliseurs. C’est le paralléliseur qui se charge de détecter le parallélisme impli-
cite contenu dans les programmes et de I’exploiter. Cette approche est intéressante
car elle permet aux programmeurs de continuer a écrire les programmes séquen-
tiels en utilisant le langage qu’ils connaissent bien, le compilateur prenant en
charge la parallélisation de ces programmes. De plus, elle permet de conserver les
bibliotheques scientifiques importantes utilisées sur les machines paralleles sans
les réecrire.

Les deux approches, vectorisation et parallélisation, visent respectivement les
deux types de machines paralleles, les machines vectorielles (SIMD) et les multi-
processeurs (MIMD).

Nous nous intéressons dans cette these tout particulierement a la parallélisa-
tion du langage Fortran, puisque c’est le langage le plus utilisé dans le monde
scientifique.

Dans cette section, nous commencons par présenter trois types de parallé-
lisme implicite. Ensuite, nous nous concentrons sur ’exploitation du parallélisme
contenu dans les boucles. C’est, en effet, dans les nid de boucles que se trouve
le plus fort potentiel de parallélisme implicite exploitable. Le parallélisme de
controle a été estimé par de nombreux auteurs a 2 ou 3 instructions pouvant
s’exécuter en parallele. De plus, le projet PTRAN a montré qu’il n’y avait pas
grand chose a faire en dehors des boucles.

Nous présentons ensuite les phases essentielles et les techniques utilisées pour
réaliser la parallélisation ou la vectorisation. Il s’agit
1) du test de dépendance permettant de détecter les contraintes d’ordonnance-
ment entre instructions,

2) de 'utilisation des transformations de programmes et
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3) de la parallélisation/vectorisation explicitant le parallélisme.

1.3.1 Parallélisme implicite

Nous présentons ici trois types de parallélisme implicite: le parallélisme de

gros grain, de moyen grain et de grain fin.

Parallélisme de gros grain

Dans les programmes d’analyse numérique, modules et boucles représentent
des parties relativement importantes du programme. L’exécution de tels blocs
d’instructions peut étre parallele si les calculs intervenant dans ces blocs sont
indépendants. Ce type de parallélisme est considéré comme du parallélisme de
gros-grain. Par exemple, dans le langage OCCAM, la primitive PAR permet
d’exprimer ce type de parallélisme.

[lustrons deux situations: 'une ou les procédures sont indépendantes et peu-
vent étre exécutées en parallele, 'autre ou ce sont les boucles qui sont indépen-

dantes et peuvent étre exécutées en parallele.

1. exemple 1:

PROGRAM P1 SUBROUTINE SUB1(A,n) SUBROUTINE SUB2(A,n)
PAR
bloc1:CALL SUB1(A,n) DOI =1, 2*%n-1, 2 DO I = 2, 2%n, 2
bloc2:CALL SUB2(A,n) A(I) =0 AC(T) = 1
ENDPAR ENDDO ENDDO
END END END

Ce programme contient deux appels a une procedure: CALL SUB1, CALL
SUB2. SUBI affecte aux éléments impairs du tableau A la valeur 0, et SUB2
affecte la valeur entiere 1 aux éléments pairs du tableau A. Il est clair que
ces deux appels sont indépendants et que le bloci et le bloc2 peuvent étre

exécutés en parallele.
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2. exemple 2:

PROGRAM P2
PAR
bloci: DO I =1, 2*%n-1, 2
ACI) =0
ENDDO
bloc2: DO I = 2, 2%n, 2
ACI) =1
ENDDO
ENDPAR
END

Le programme P2 est composé de deux boucles successives. En fait, P2
fournit le méme résultat que P1 (les appels aux sous-routines sont rempla-
cées par leur corps d’instructions). Les exécutions des blocs blocl et bloc?2
sont pour la méme raison indépendantes, puisqu’ils peuvent étre exécutés

en parallele.

Parallélisme de moyen grain

Nous appelons le parallélisme de grain moyen le parallélisme correspondant a
I’exécution parallele des itérations d’une boucle.
La majorité des paralléliseurs exploitent ce type de parallélisme. Il est explicité

par trois types de structures paralleles :

— l'instruction vectorielle comme celle du Fortran 90,
ex. A(1:N) = B(1:N) * C(1:N) (chaque élément [1:N] du tableau A peut

étre affecté en parallele);

— la boucle DOALL qui signifie que toutes les itérations de la boucle peuvent

étre exécutées parallelement, sans synchronisation.

— la boucle DOACROSS ou toutes les itérations peuvent étre exécutées paralle-

lement avec quelques synchronisations ou délais [Padu79] [Cytr84].
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Prenons un exemple,

DOI =1, 5
S1: ACT) = A(D) + 1
S2: B(I) = B(I) + A(I)
S3: C(I) = ¢c(I) + B(ID)
ENDDO

Fia. 1.1 - Ezemple 1.1

Ces instances sont représentées dans la figure 1.2. Les relations de dépendance
entre les instances des instructions sont représentées par une fleche.

|

— N W = Ot

ST s2 s3
Fia. 1.2 - FEspace des instances de Uexemple 1.1

On peut constater qu’il n’y a pas de dépendance entre les itérations du corps

de boucles. En explicitant le parallélisme vertical par un DOALL, ’exemple devient :

DOALL I =1, 5
S1: AC(I) = A(T) + 1
S52: B(I) = B(I) + A(I)
S3: C(I) = C(I) + B(I)
ENDDOALL
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Une boucle peut contenir a la fois du parallélisme de gros grain et du paral-

lélisme de moyen grain. Prenons un exemple,

pDOI=1,5
S1: DO J =1, N
ACT,D)
ENDDO
S52: DOK =1, M
B(I,K)
ENDDO
ENDDO

A(I-1,7) + 1

B(I-1, K) + 1

Fic. 1.3 - Fremple 1.2

S1 et S2 sont deux instructions (blocs de boucle) du corps de la boucle I.
Les relations de dépendance entre les instances de S1 et S2 sont illustrées dans
la figure 1.4. 11 y a des dépendances entre les différentes itérations de la boucle
I. Mais il y a du parallélisme de moyen grain entre les itérations de la boucle J
et celles de la boucle K, que I'on explicite par un DOALL et du parallélisme gros
grain entre S1(I) et S2(I), que 'on explicite par la primitive PAR.

Le code devient :

DOI =1, 5
PAR
S1: DOALL J =1, N
A(T,J) = A(I-1,]) + 1
ENDDOALL
S52: DOALL K =1, M
B(I,K) = B(I-1, K) + 1
ENDDOALL
ENDPAR
ENDDO

Le parallélisme de moyen grain est un cas particulier du parallélisme de gros
grain, les blocs sont identiques. Ces deux types de parallélisme sont exploités

pour les machines paralleles SIMD vectorielles ou MIMD.
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— N W = Ot

S1s2
Fic. 1.4 - Espace des instances de 'exemple 1.2

Parallélisme de grain fin

On définit le bloc de base comme étant un bloc d’affectations n’ayant qu’une
seule entrée et qu’une seule sortie. Plusieurs instructions indépendantes d’un
meéme bloc peuvent s’exécuter en parallele méme si le taux de parallélisme sup-
plémentaire obtenu n’est pas tres important par rapport au parallélisme de grain
moyen. Ce parallélisme au niveau des instructions est appelé le parallélisme de
grain fin. Ce type de parallélisme est exploité pour les machines paralleles de type
VLIW (Very Long Instruction Word), superscalaire et pipeline.

Une approche efficace, Software Pipelining, permettant d’exploiter le parallé-
lisme de grain fin dans une boucle DO a été proposée dans [WakEi93].

Puisque, dans la majorité des programmes Fortran, la majeure part du temps
d’exécution est consommée par les boucles [Kuck84], I'exploitation du parallé-
lisme dans les boucles est cruciale. Les vectoriseurs et les paralléliseurs actuels
s’attachent essentiellement a trouver les boucles du programme qui peuvent étre
vectorisées ou parallélisées. Dans cette these, nous nous intéressons donc tout

particulierement au parallélisme de gros ou moyen grain.

1.3.2 Détection des contraintes d’ordonnancement

Dans cette section, nous introduisons brievement la premiere phase de la pa-
rallélisation : la détection des contraintes d’ordonnancement [Bane88] [Wolf89]
[ZiCh90]. Pour cela certains concepts comme dépendance, test de dépen-

dance, graphe de dépendances, DDV, DC, etc vont étre introduits.
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Cette phase doit analyser les relations de dépendance existant entre les ins-
tructions du programme.

Il existe deux types de relation de dépendance dans un programme : les dépen-
dances de controle et les dépendances de données. Une dépendance de controle,
respectivement de données, représente 'existence d’une contrainte d’ordonnan-
cement sur le flux de contréle, respectivement sur le flux de données. Toutes les
dépendances de contréle ou de données d’un programme sont généralement repré-
sentées par un graphe orienté qui s’appelle le Graphe de Dépendances. Puisque
les dépendances de controle peuvent étre traitées de la méme maniere que les
dépendances de données, par un compilateur [FeOWS8T7], nous n’étudions que les
dépendances de données dans cette these.

L’algorithme de test des dépendances joue un role tres important car il per-
met de savoir s’il existe une dépendance entre deux instructions référencant la
méme variable (scalaire ou tableau) et donc de savoir si les instructions sont

parallélisables.

Test de dépendances des données

Rappelons simplement qu’une instruction S2 dépend de l'instruction S1 si

S1 s’exécute avant S2 et si I'une des trois conditions suivantes® est vérifiée :

1. 52 lit la valeur d’une variable (ou référence du tableau) qui a été modifiée

par S1; il y a une flow-dependence de S1 vers S2

2. 52 modifie une variable (ou référence du tableau) qui a été lue par S1; il y

a une anti-dependence de S1 vers 52

3. 52 modifie une variable (ou référence du tableau) qui a été modifiée par

S1; 1l y a une output-dependence de S1 vers S2

Pour des raisons de simplicité, nous prenons le cas de deux boucles imbriquées

comme modele.

1. un quatriéme type de dépendance input-dependence a été ajouté pour l'optimisation des
acces mémoire
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DO I = ll, U1
DO J = 12, U2
51 X (fl(]v‘])va(]v )) = -
52 o= X (gl(]v‘])v.gQ(]v‘]))
ENDDO
ENDDO

~

On définit S (7,7) Uinstance de 'instruction S a litération (I,.J) = (¢,7).
L’exécution d’une instance S (i, 7) précede celle de I'instance S’ (¢/, 3') si et seule-

ment si
- (1,7) < (¢,4") (ou < défini I'ordre lexicographique)
— ou bien si S est avant S’ textuellement et (¢,7) = (¢, j').

L’ensemble des références de X modifiées par l'instruction S1 que 1’on note
OUT(S1) est défini par OUT(S1) ={ X (fill,]), fo(l,]))ou I € [ly,u1], ] €
[l2,us] }. L’ensemble des références de X lues par I'instruction S2 noté IN(52)
vaut IN(S2) ={X (g:(L, ), g2(I,J))ou I € [ly,u1],J € [l2,us]}.

D’apres la définition, S2 dépend de S1 par une flow dépendance si et seule-

ment s’il existe des entiers 11,19, j1, j2 tels que:

S (ihjl) =01 (@'27]'2)
Ja (ihjl) = 92 (@'27]'2)
L <yt <y
12 S jlvj? S Uz
(ilvjl) < (i27j2)

Pour déterminer les dépendances, il faut rechercher ’existence de solutions en-
tieres au systeme d’équations et d’inéquations précédent. Obtenir une réponse
exacte est équivalent a un probleme de programmation en nombres entiers
qui est NP-complet. Les algorithmes classiques de programmation en nombres
entiers sont tres couteux. On est donc amené a rechercher des méthodes plus
simples et plus efficaces.

Un grand nombre de tests, exacts ou approximatifs, ont été proposés: des

tests exacts comme PIP [Feau88], FAS® T [BePT90] et Omega [Pugh92]; des tests
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vérifiant 'existence de solutions entieres pour une ou toutes les équations du
systeme comme le PGCD [Bane76] et le PGCD généralisé [Bane88]; des tests
vérifiant 'existence de solutions réelles dans le systeme d’inégalités défini par le
domaine d’itération comme le test de Banerjee [Bane76] [Bane79] [Bane88] et le
test de Fourier-Motzkin [DaFa73] [Duff74]. Ces tests sont détaillés et comparés

dans le chapitre suivant.

Graphe de dépendances des données

Les relations de dépendance entre toutes les instructions d’une boucle (ou
un programme) sont exprimées par le graphe de dépendances qui est un graphe
orienté. Soit G(V, E) ce graphe, V. = {51, Sz, . .. 5,} est la liste des som-
mets du graphe correspondant aux instructions du programme et £ = {e;; =
(Siy S;) | Si, S; €V} estlaliste des arcs exprimant les relations de dépendance
entre les instructions du programme. On a choisi une structure de graphe pour re-
présenter les relations de dépendance des instructions du programme parce que la
dépendance est une relation d’ordre. La présence d’un cycle dans le graphe entre
deux instructions 57 et 53 indique 'existence de contraintes d’ordonnancement
entre certaines itérations de Sy et certainesitérations de S;. Il empeche’exécution
en parallele de ces instructions. La détection facile et rapide des cycles du graphe
de dépendances est indispensable pour la vectorisation et la parallélisation.

Prenons I’exemple suivant (I’exemple 1.3).

DOI =1, N
DO J =1, M
S1: A(I+1,]) = A(I+1,J) + B(I,J-1)
S52: B(I,J) = B(I,J) + A(I,J)
S3: C(I,J) = A(I+1,J-1) + B(I-1,J)
ENDDO
ENDDO

Fic. 1.5 - Fremple 1.3
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N
@ (o @)

N

FiG. 1.6 - Graphe de dépendances de l'exemple 1.3

La partie gauche de la figure 1.6 représente le graphe de dépendances de
I’exemple 1.3. Il y a six dépendances internes au nid de boucles dont quatre
représentent des dépendances inter-itérations. Il y a trois cycles dont deux sont
dis a la lecture et a I’écriture d’'une méme variable au cours d’une méme itération
par une méme instruction. 53 ne dépend pas transitivement d’elle méme, elle peut
donc étre exécutée en parallele apres distribution?. S1 et S2 appartenant & un
cycle doivent étre exécutées sequentiellement.

Un graphe de dépendances ne comportant aucune information sur la nature
des dépendances ne peut pas étre utilisé pour effectuer des transformations de
programme et des optimisations. On associe donc a chaque arc des informations
qui caractérisent cette relation de dépendance.

On peut représenter une dépendance entre deux instructions S'1 (Z) et 52 (ﬁ)
par le vecteur de distance de dépendance cf, défini par la différence des deux
vecteurs d’itérations d = ¢/ — 1.

Si chaque élément de d est constant, on peut utiliser ce vecteur constant,
représentant la Distance de dépendance (D), comme information. Cependant
d n’est pas toujours constant, et représente parfois une information trop riche.

Certaines transformations, telle que 1’échange de boucles, n’ont pas besoin de

2. La distribution de boucles est une transformation qui distribue les instructions par blocs
(voir la section suivante)
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cette information pour pouvoir étre effectuées sans modifier la sémantique du
programme [Wolf89].

Le data Dependence Direction Vector (DDV) est largement utilisé
comme information de dépendance résumant le vecteur de dépendance par le
signe de ses éléments. Il est de dimension égale au nombre de boucles imbriquées
et ses composantes prennent leurs valeurs dans
U = (1,109, ..., q) ou by, € {<,=,>, <, >, #, %} [Wolf89]. On dit que S1 (21,19, ..., 1)
dépend de S2 (i7,14,...,4)) avec le ddv W si VE(1 < k < n), ipbpe).

Y tn

Lorsque les composantes du ddv sont toutes “=", la dépendance est interne a

une itération et est appelée loop independent sinon elle a lieu entre deux itérations
différentes et est appellée loop carried [A1Ke87].

La Profondeur d’une dépendance est une des informations résumant le
vecteur de direction de dépendance. Lorsque les n-1 premieres composantes du
ddv sont “=” et la n-ieme composante est <, par exemple (=, =, ..., =, <, ...),
la dépendance est alors de profondeur n [AlKe87]. Cela veut dire que le signe
de la n-ieme composante du vecteur de dépendance est positif, contrairement a
ce qui pourrait faire croire le symbole <.

Le graphe des dépendances de I’exemple 1.3 affiné par le vecteur de distance,
le ddv et la profondeur de dépendance est illustré dans la partie droite de la figure
1.6.

Le Céne de Dépendances (DC) [Ir'Tr87] est une autre maniere intéressante
de préciser les dépendances. 1l caractérise ’ensemble des distances de dépendance
(fini ou infini) par un polyedre convexe minimal (ou I'enveloppe convexe) recou-
vrant toutes les distances. Il peut aussi étre défini comme la fermeture transitive
du vecteur de distance. Cette approximation est plus précise que le DDV qui est
un cone particulier représentant soit un quart soit une moitié d’espace. Lorsque
DC est un polyedre convexe, il peut étre représenté sous forme d’un systeme
générateur [Schr86] composé de trois ensembles de vecteurs: sommets, rayons,
droites. [’ensemble des vecteurs de distance de dépendance peut étre généré pré-
cisément par des combinaisons linéaires de ces trois ensembles. Le DC d’un corps
de boucles peut se caractériser par un seul cone, la fermeture transitive de toutes

les relations de dépendance pour toutes les paires d’instructions et de références.
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Il est particulierement intéressant pour certaines transformations telles que les
transformations de réordonnancement globale d’itérations, bien que I’enveloppe
convexe fasse perdre des informations utiles pour d’autres transformations. Le
réordonnancement des itérations par la méthode hyperplane déduit du DC' est

equivalent a celui déduit de I’ensemble des distances D [Irig88al.

1.3.3 Transformations

Expliciter le parallélisme d’un programme nécessite souvent des transforma-
tions de programme qui doivent conserver toutes les dépendances. Dans cette
section, apres avoir presenté les analyses et transformations de programme stan-

dards, nous présentons les transformations liées a la parallélisation /vectorisation.

Analyses et transformations standards

La plupart des paralléliseurs effectuent une phase de transformation pour
faciliter le test de dépendance. Nous citons maintenant certaines de ces transfor-

mations.

—~ Normalisation de boucle
Une boucle dont la borne inférieure et le pas sont égaux a 1 est considérée
comme une boucle normalisée. La normalisation d’une boucle correspond a

la transformation suivante:

DO [ =eq,e9,63 DO I'=1,¢), 1
Corps (1) = Corps (1)
Enddo Enddo

ou €1, €3, €3 sont des expressions des bornes et du pas de la boucle initiale.
La nouvelle borne supérieure e, vaut (ex — €1 + €3)/e3). Le Corps (I') est
déduit du Corps (I) en remplacant [ par I'expression (e; + (I’ — 1) * e3)
[ZiCh90].

— Détection et substitution de variable inductive

Une variable inductive est une variable scalaire dont la valeur est fonction
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des indices de boucles. Elle est utilisée souvent pour simplifier les expres-

sions des indices de tableau. Par exemple,

S =0
DOI =1, N
S=5+3
A(S) = A(S-1) + 1
ENDDO

Dans ce programme, S est une variable inductive. Son expression en fonc-
tion de 'indice de boucle I est 3*I. Pour simplifier le test de dépendances,
on substitue S présent dans l'indice du tableau A par son expression. Le

code devient :

S =20
DOI =1, N
A(3*I) = A(3*I-1) + 1
ENDDO
S = 3*%N
Propagation de constante
Une constante symbolique est une variable scalaire dont la valeur est connue

a la compilation et n’est pas modifiée pendant I'exécution du programme.

L’optimisation suivante donne un exemple de propagation de constante.

N =10 N =10
M =25 M=25
DOI =1, N =4 DO I =1, 10
AC(T) = A(M) + I A(I) = A(5) + 1
ENDDO ENDDO

Détection de réduction

Une réduction est une fonction qui calcule une valeur scalaire sur un vec-
teur. Certaines dépendances cycliques sur une instruction correspondent a
des réductions, ex. somme, produit, calcul du maximum ou minimum d’une
série de vecteurs. Ces opérations peuvent étre extraites a l'extérieur des

boucles et étre exprimées par des instructions de réduction. Prenons un
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exemple,

S =0
DOI =1, N

S =8 + A(I)
ENDDO

Cette boucle est équivalente a la réduction SUM: S = SUM (A (1:N)).

Transformations de boucles

Les opérations de transformation de boucles permettent de reconstruire un
corps de boucles équivalent ou I'ordre des itérations ou méme des instances d’ins-
tructions peut avoir été modifié. Le but de ces transformations est d’amélio-
rer I'exploitation et I'explicitation du parallélisme implicite dans la boucle. Une
transformation est légale si 'exécution du programme transformé donne le méme
résultat que le programme original (i.e. conserve toutes les dépendances). Une
transformation est valable pour une boucle si elle est 1égale et apporte du paral-
lélisme.

De nombreuses transformations ont été proposées dans la littérature. Nous
exposons certaines d’entre elles: la distribution de boucle, la fusion de boucle,
I’échange de boucles, I'inversion de boucle loop reversal, le décalage de boucle et

le strip-mining.

— La distribution de boucle distribue les instructions de la boucle par blocs
de cfc? dans le graphe de dépendances. Pour étre légale, aucune dépendance
cyclique entre blocs ne doit exister. Le code est transformé en une séquence
de nids de boucles dont seuls les corps sont différents. Cette transformation
est surtout utilisée pour permettre la vectorisation [AlKe87] et la paral-
lélisation partielle des instructions du corps de boucles. Nous donnons un

exemple:

3. composantes fortement connexes
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DOI =1, N

S1 T1(I) = 0
52 T2(I) = T2(I) + T1(I+1)
ENDDO

Cette boucle n’est pas parallele, parce qu’il existe une anti-dépendance de

profondeur 1 de S2 vers S1.

Apres distribution, on obtient une séquence de deux boucles paralleles :

DOALL I =
S2 T2(I)
ENDDOALL

1, N
= T2(I) + T1(I+1)

DOALL I =
S1 T1(I)
ENDDOALL

1, N
=0

— La fusion de boucle est la transformation inverse de la distribution de

boucle [Wolf89].

Deux nids de boucle adjacents 11, 12 dont les boucles sont identiques
peuvent étre fusionnés en un seul nid de boucle, s’il n’existe pas de relation

de dépendance d’une instruction S1 de la boucle 11 vers une instruction S2

de 12 de direction “>” [Wolf89].

Cette transformation ne permet pas d’obtenir plus de parallélisme. Elle
permet par contre de diminuer 'overhead de controle et d’augmenter la
localité des données accédées. Ces deux derniers effets sont des effets négatifs

de la transformation précédente.

— [’échange de boucles modifie l'ordre de parcours de 'espace des itéra-
tions en échangeant I'ordre d’exécution de deux boucles. Cette transforma-
tion est largement utilisée pour améliorer la vectorisation (en déplagant la
dépendance vers la boucle externe) et augmenter la taille des taches paral-

leles (en déplacant la boucle parallele a I'extérieur) [Wolf89)].

Voici un exemple simple:
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DO I =2, N

DO J =1, M
A(T,J) = A(I-1,J-1)+A(T,J-1)
ENDDO
ENDDO

Dans ce programme, il y a deux dépendances avec des ddv (<,<) et (=,<).
Aucune boucle n’est parallele. Apres échange des boucles I et J, on obtient

un programme dont la boucle interne est parallele et vectorisable.

DO J =1, M
DOALL I =2, N
A(T,J) = A(I-1,J-1)+A(T,J-1)
ENDDO
ENDDOALL

La condition de validité de cette transformation est le maintien de la lexico-
positivité des vecteurs de dépendance. Elle ne dépend que des informations

contenues dans les ddvs.

~ Le décalage de boucle (loop skewing) applique une translation aux ité-
rations de la boucle correspondant a une réindexation des itérations. I.’as-
sociation de cette transformation qui en elle-méme ne change rien a ’ordre
des itérations avec 1’échange de boucles est équivalente a une méthode de
parallélisation, la méthode hyperplane [LampT74]. Elle peut aussi étre asso-
ciée a d’autres transformations telles que: strip mining et l'inversion de

boucle, pour exploiter le parallélisme dans les boucles imbriquées.

Prenons un exemple:

DO I =2, N
DO J =2, M
A(T,J) = A(I-1,J) + A(I,J-1)
ENDDO
ENDDO

Il existe deux dépendances dont les vecteurs de distance sont (0,1) et (1,0).
Ces deux dépendances empéchent la parallélisation des deux boucles. Si on

décale la boucle J par rapport a la boucle I avec un facteur 1 (i.e. J' = J+1),
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nous obtenons le nouveau programime:

DO I =2, N
DOALL J = I+2, I+M
A(I,J-I) = A(I-1,J-I) + A(I,J-I-1)
ENDDO
ENDDO

Apres échange des deux boucles, la boucle I peut étre parallélisée. On ob-

tient alors le programme suivant:

DO J = 4, N+M
DOALL I = MAX(2,J-M), MIN(N,J-2)
A(I,J-I) = A(I-1,J-I) + A(I,J-I-1)
ENDDO
ENDDO

~ L’inversion de boucle (loop reversal) inverse l'ordre des itérations
d’une boucle. Cette transformation est légale si elle ne porte aucune dé-
pendance autre qu’une relation de type réduction. Elle est usuellement ap-
pliquée avec d’autres transformations (ex. I’échange de boucles) afin d’ef-

fectuer une transformation complexe sur un programme.

Prenons un exemple:

DO I =2, N
DO J =2, N
DO K =1, N-1
ACI,J,K) = A(I-1,J,K+1) + A(I,J-1,K+1)
ENDDO
ENDDO

Il existe deux dépendances dont les vecteurs de distance sont (1,0,-1) et
(0,1,-1). Ces deux dépendances empéchent la parallélisation des boucles 1
et J. Apres inversion de la boucle K et le déplacement de cette boucle a
Pextérieur (qui correspond a deux échanges de boucles : échange des boucles
[ et K puis des boucles J et 1), les vecteurs de distance deviennent (1,1,0)

et (1,0,1). Maintenant on peut paralléliser les deux boucles internes, (les
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boucles I et J).

DO K = N-1, 1, -1
DOALL I =2, N
DOALL J = 2, N
ACI,J,K) = A(I-1,J,K+1) + A(I,J-1,K+1)
ENDDOALL
ENDDOALL
ENDDO

— Le strip-mining partitionne les itérations d’une boucle en blocs. Cette trans-
formation est toujours légale puisque elle ne change pas 1’ordre initial d’or-
donnancement des itérations. L utilisation de cette transformation permet
de diviser n itérations d’une boucle a [n/b] nombre de blocs (chunks) de la
méme taille (b itérations). La taille de bloc est choisi selon la longueur
maximale de vecteur d’une machine vectorielle ou le nombre des proces-
seurs disponibles d’un multiprocesseur. Cette transformation permet aussi
de mieux exploiter le parallélisme. Par exemple, si la distance minimale de
dépendances dans le corps de boucles est supérieure a n, la boucle interne

peut étre parallélisée [Wolf89].

1.3.4 Vectorisation

Dans cette partie, nous présentons le principe de vectorisation. Le but de
la vectorisation est de transformer un maximum d’instructions vectorisables en
instructions vectorielles tout en respectant toutes les dépendances.

On partitionne d’abord le graphe de dépendances en composantes forte-
ment connexes (cfc) ou 7-blocs selon la terminologie de Kuck [KuckT77] par
Ialgorithme de Tarjan [Tarj72]. Le nid de boucles initial peut étre distribué en
autant de petites boucles, par distribution de boucle, que le nombre de cfcs.
Etant donné que toute instruction simple peut étre vectorisée si elle ne dépend
pas d’elle-méme, la condition nécessaire pour qu’une boucle soit vectorisable est
que le graphe de dépendances ne contienne pas de cycle. Dans ce cas, toutes les
instructions contenues dans la boucle peuvent étre vectorisées apres distribution

de la boucle.
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Lorsqu’il y a un cycle de dépendances, les boucles englobant cette cfc cy-
clique doivent normalement rester séquentielles. Plusieurs transformations ont
été proposées dans le but de casser un cycle de dépendances afin d’en extraire
des instructions vectorielles. Par exemple, I’expansion de variables scalaires, ou
bien index set splitting [Wolf89] qui consiste a diviser les itérations d’'une boucle
en deux parties indépendantes.

Si un cycle de dépendances se trouve dans un corps de boucles imbriquées, la
stratégie de vectorisation partielle proposée par Allen & Kennedy [AlKe87] peut
étre appliquée. Elle permet de vectoriser partiellement les instructions englobées
dans le cycle. L’idée essentielle de cette méthode est de conserver “séquentielle”
la boucle dont le graphe de dépendances possede un cycle et de paralléliser les
autres boucles. Cette méthode de vectorisation doit s’effectuer des boucles exté-
rieures vers les boucles les plus internes de la méme maniere. Les graphes réduits
successifs ne comportent plus les dépendances portées par les boucles précédentes
(i.e. toutes les dépendances de profondeur inférieure sont supprimées).

Nous illustrons ci-apres la vectorisation pour l'exemple 1.3. Observons le
graphe de dépendances® (figure 1.6), il contient deux 7-blocs: un cycle composé
par S1 et S2, une instruction isolée S3.

Dans un premier temps, apres distribution, S3 est vectorisée. Les boucles en-

globant S1 et S2, étant dépendantes 1'une de "autre, restent séquentielles.

DOI =1, N
DO J =1, M
S1: A(I+1,]) = A(I+1,J) + B(I,J-1)
S52: B(I,J) = B(I,J) + A(I,J)
ENDDO
ENDDO
S3: C(1:N,1:M) = A(2:N+1,0:M-1) + B(0:N-1,1:M)

Considérons maintenant les boucles non vectorisées. Puisque le graphe de
dépendances sur la boucle I est un cycle, la boucle I doit rester séquentielle.
Apres avoir supprimé les dépendances de profondeur 1, le graphe de dépendances

réduit pour la boucle J est illustré par la figure 1.7.

4. un 7w-bloc est représenté par une boite en pointillés
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FiGc. 1.7 - Le graphe de dépendances réduit de 'exemple 1.3

La boucle J peut étre vectorisée puisqu’il n’y a plus de cycle dans le graphe

de dépendances.

DOI =1, N

S2: B(I,1:M) = B(I,1:M) + A(I,1:M)

S1: A(I+1,1:M) = A(I+1,1:M) + B(I,1:M)
ENDDO

S3: C(1:N,1:M) = A(2:N+1,0:N-1) + B(1:N,1:M)

L’échange de boucles peut améliorer la vectorisation dans le cas ou les boucles
les plus internes ne peuvent pas étre vectorisées. Prenons 'exemple d’un nid de

boucles imbriquées I et J:

DOI =1, N
DO J =1, M
A(I,J+1) = A(I,J)*B(I,J) + C(I,J)
ENDDO
ENDDO
Il y a une dépendance de vecteur de dépendance constant (0,1) dans le corps de
boucles.
Pour pouvoir utiliser les instructions vectorielles, les boucles internes doivent
étre vectorisées, dans tous les cas ou cela est possible. Si on échange les boucles

I et J,le ddv des dépendances devient (<,=). La boucle vectorisable I est main-

tenant interne. Le code devient :
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DO J =1, M
A(1:N,J+1) = A(1:N,J)*B(1:N,J) + C(1:N,J)
ENDDO

Cette transformation permet aussi d’améliorer la localité spatiale.

1.3.5 Parallélisation

Apres avoir étudié les techniques de vectorisation, nous présentons, dans cette
section, le principe de parallélisation des boucles.

De méme que le but de la vectorisation est de détecter les instructions vecto-
risables dans les boucles afin de les transformer sous forme vectorielle, le but de
la parallélisation est de détecter les boucles parallélisables afin de les transformer
en instructions paralleles.

Deux formes de boucle parallele ont été proposées : DOALL et DOACROSS [Cytr84].
Dans une boucle DOALL toutes les itérations de la boucle peuvent étre exécutées
parallelement sur multi-processeurs sans synchronisation. L’exécution des diffé-
rentes itérations d’un boucle DOACROSS avec un délai d s’effectue partiellement en
parallele : il existe un délai d entre I’exécution d’une itération et la suivante. Nous
nous intéressons ici particulierement a la parallélisation sous forme de DOALL, c’est

a dire la parallélisation sans synchronisation.

Une boucle est parallele si elle ne porte pas de dépendance.
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Prenons un exemple:

DOI =1, N
DO J =1, M
T1(1,J) = T2(1,J)
T2(I,J) = T2(1,J) + T1(I,J-1)
ENDDO
ENDDO

Fic. 1.8 - FEzemple 1.4

Il y a deux dépendances dans ce nid de boucles caractérisées par les ddvs
(=,=) et (=,<). Aucune dépendance n’est portée par la boucle I (de profon-
deur 1). La parallélisation naturelle sans transformation de programme préalable

donne le résultat suivant :

DOALL I 1, N
DO J =1, M
T1(1,J) = T2(1,J)
T2(I,J) = T2(1,J) + T1(I,J-1)
ENDDO
ENDDOALL

De nombreuses transformations ont été proposées pour améliorer 'exploita-
tion du parallélisme , entre autres: distribution de boucles, échange de boucles,
loop skewing, inversement de boucle, blocage de boucles ... [Wolf89]. Ces diffé-
rentes techniques ont pour but d’exploiter les différents types de parallélisme et de
tenir compte des caracteristiques du code et de la machine cible. La parallélisation
d’un programme est composée d’une série de transformations qui permet I’obten-
tion d’un code parallele optimal. Sachant que si on effectue n transformations sur
un programme en utilisant un ordre différent a chaque fois, on obtient n! pro-
grammes équivalents en sémantique mais différents en syntaxe et possédant des
quantités de parallélisme différentes, 'ordre d’application des transformations est
tres important. Toutefois trouver 'ordre optimal dans lequel les transformations

doivent étre appliquées est difficile.
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Récemment, le concept de transformation unimodulaire a été introduit. Les
transformations de réordonnancement d’un espace I™ dans I" peuvent étre carac-
térisées par une matrice unimodulaire. Certaines transformations sont des trans-
formations unimodulaires élémentaires telle que: ’échange de boucles, loop ske-
wing et 'inversion de boucle. La combinaison de transformations unimodulaires
est encore unimodulaire et correspond au produit des matrices des transforma-
tions. [avantage de ce concept est qu’il permet de caractériser par une seule
matrice de transformation I'ensemble des transformations.

Nous présentons maintenant certaines stratégies de parallélisation classiques
telles que la méthode étendue d’Allen & Kennedy, la méthode hyperplane et les

méthodes de partitionnement.

Méthode étendue d’Allen & Kennedy

La méthode de vectorisation proposée par Allen & Kennedy [AlKe87] peut étre
employée également pour la parallélisation. Les boucles naturellement paralleles
(i.e. pour lesquelles les composantes des ddvs sont égales a “=") sont détectées
et déplacées a 'extérieur. L’algorithme d’Allen & Kennedy est ensuite appliqué
pour paralléliser les autres boucles. Il procede boucle par boucle en commencant
des boucles les plus externes vers les boucles les plus internes. La parallélisation
de chaque boucle est effectuée a partir du graphe de dépendances réduit dans
lequel les dépendances portées par les boucles précédentes sont supprimées. Le
graphe de dépendances est distribué en composantes fortement connexes. Les
parties acycliques sont parallélisées. Pour chaque cycle, on conserve “séquentielle”
la boucle portant la dépendance et on parallélise les boucles internes, et ainsi
de suite. Cette technique de parallélisation est basée sur la transformation de
distribution des boucles.

Reprenons 'exemple 1.4, apres avoir appliqué la méthode d’Allen & Kennedy,

on obtient le code parallele:
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DOALL I =1, N
DOALL J =1, M
T1(1,J) T2(1,7)
ENDDOALL
DOALL J =1, M
T2(1,7) T
ENDDOALL
ENDDOALL

n o~

n -

2(1,3) + T1(1,J3-1)

Ce programme contient plus de parallélisme que dans la version sans transforma-
tion.

Cette méthode est implantée dans la plupart des paralléliseurs, entre autres,

PARAFRASE2 [PoGi89], PTRAN [ABCCS87], PIPS [1JT91], PAF [TDF8T].

Méthode hyperplane

La méthode hyperplane [Lamp74] [Ir'Tr88a] [Ir'Tr88b] est une méthode de pa-
rallélisation pour les boucles imbriquées. Elle génere du code parallele ou la pre-
miere boucle est séquentielle et les autres sont paralleles. Elle correspond a une
transformation unimodulaire représentant une combinaison d’une suite de trans-
formations unimodulaires élémentaires: la permutation de boucles (I’échange de
boucles est un cas particulier), I'inversion de I'ordre d’exécution d’une boucle, et
le décalage de boucle. I’idée de base est de concentrer toutes les dépendances sur
la premiere boucle et de conserver cette boucle séquentielle, afin que les autres
boucles puissent étre exécutées en parallele. Du point de vue mathématique, la
méthode hyperplane essaie de trouver une série d’hyperplans tels que toutes les

itérations d’un hyperplan puissent étre exécutées en parallele.

DO [=1,N
DO J=1,M
S: T(1,J)=TU—1,J)+T(I,J—1)
ENDDO
ENDDO

Fic. 1.9 - Fremple 1.5

Dans 'exemple 1.5, il existe deux dépendances cycliques sur I'instruction S.
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Les ddvs sont (<,=) et (=,<). La conservation de la boucle I séquentielle ne
permet pas d’oter toutes les dépendances car le graphe de dépendances réduit
sur la boucle J possede encore un cycle. La méthode d’Allen & Kennedy ne
permet pas la parallélisation de 'une des boucles [ ou J.

Or apres la transformation unimodulaire: I’ = I + J, J' = J, on obtient

DO I'=2, N+ M
DO J' = max(1,I' = N),min(M,I' — 1)
T~ 0 =T —J — 1,0+ T(I'— J',J — 1)
ENDDO
ENDDO

Les dépendances deviennent (<,=), (<, <). Il est clair que la boucle J est

maintenant parallele alors que la boucle I’ doit rester séquentielle.

O~ N W Oty =10
|

S

p

T T T T T T 1
012345678

Fic. 1.10 - L’espace d’itérations de l'exzemple 1.5

La figure 1.10 illustre I’espace d’itération de I’exemple 1.5. On suppose que N
et M valent 8. Dans cette figure, I’ donne la direction d’ordonnancement. Toutes
les itérations appartenant a un méme hyperplan (orthogonal a I') peuvent étre
exécutées en parallele. Par exemple, le plan p est constitué de 8 itérations paral-

leles.
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L’utilisation de la méthode hyperplane permet parfois la parallélisation de
boucles qui ne sont pas parallélisées par la methode d’Allen & Kennedy. Cepen-
dant, cette méthode ne s’applique pas toujours. Notament, pour les cas ou il
n’y a qu'une seule boucle ou quand 'envelope convexe de toutes les distances de

dépendance n’est pas lexico-positive (voir la section 5).

Méthodes de Partitionnement

Ce type de méthode est basé sur une combinaison de transformations de
réordonnancement non-unimodulaires (i.e. une transformation d’un espace d’ité-
rations de dimension n dans un espace de dimension p avec p > n). Lidée es-
sentielle est de partitionner 'espace d’itérations en blocs identiques tels que les
dépendances soient toutes respectées et regroupées (1) soit au niveau du bloc
de maniere a conserver le parallélisme a l'intérieur du bloc, (2) soit au niveau
des itérations pour que les blocs eux-mémes soient parallélisables. Ce type de
méthode est particulierement intéressant pour diminuer 1’overhead de controle et
augmenter la localité des données accédées.

De nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature, entre autres:
la méthode cycle shrinking [Poly88] (basée sur les transformations strip-mining
et I’échange de boucles, et utilisant la distance minimale comme information de
dépendance), la méthode supernceud de F. Irigoin (basée sur la méthode hyper-
plane et utilisant le cone de dépendances) [[rTr87], et la méthode de Peir et
Cytron [PeCy87] (basée sur I'ordonnancement de récurrence linéaire et utilisant
les vecteurs de dépendance). Pour des raisons de simplicité, nous prenons dans
la suite de cette section la méthode cyele shrinking comme modele.

La méthode cycle shrinking partitionne 'espace d’itération en blocs de forme
rectangulaire. Le schéma de transformation pour une boucle simple est illustré

par la figure suivante. Une boucle est divisée en deux boucles.

DOI =1, N — DO IB

=1, N, K
DOI =

IB, MIN (N, IB+K-1)

Apres transformation, on dit que la boucle IB est la “boucle du bloc”, et la boucle

I est la “boucle d’éléments”. Si on choisit la taille du bloc proprement de telle
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sorte que toutes les dépendances soient portées par la “boucle du bloc”, on obtient
une boucle d’éléments parallele. On choisit pour la valeur K la valeur minimum
des distances des dépendances portées par cette boucle. K doit étre supérieur a 1
pour que cette méthode soit réellement rentable. Le parallélisme est fonction de
K. Les principes de cette méthode sont détaillés dans [Poly88].

Prenons un exemple simple:

DOI =1, N
Si: A(I+4) = B(I) + C(I)
S2: B(I+3) = A(I) * C(I)
ENDDO

Il y a deux dépendances cycliques uniformes (dl = 3,d2 = 4). La méthode
d’Allen & Kenndy ne permet pas de paralléliser cette boucle puisqu’il existe un
cycle de dépendances. La méthode hyperplane ne peut pas étre utilisée non plus
car elle ne fonctionne que pour des boucles parfaitement imbriquées. Toutefois si

on partitionne la boucle en prenant K = 3, la “boucle d’éléments” devient paral-

lele.

po IB =1, N, 3
DOALL I = IB, MIN(N, IB+2)

Si: A(I+4) = B(I) + C(I)
S2: B(I+3) = A(I) * C(I)
ENDDOALL

ENDDO

Méthode d’ordonnancement linéaire

La parallélisation d’une boucle peut étre vue aussi comme un probleme d’or-
donnancement des itérations ou des instructions de la boucle. Un réordonnance-
ment linéaire monodimensionnel est une projection (exprimée par une fonction
de temps linéaire) de I’ensemble des itérations/instructions multidimensionnelles
sur un espace de temps unidimensionnel. Et un réordonnancement linéaire multi-
dimensionnel est une projection (exprimée par un vecteur de fonctions de temps

linéaire) de I’ensemble des itérations/instructions multidimensionnelles sur un
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espace de temps multidimensionnel. La méthode hyperplane est un réordonnan-
cement linéaire monodimensionnel des itérations de boucle.

De nombreux algorithmes ont été proposés dans la litérature, entre autres:
F.Irigoin a proposé le calcul d’un ordonnancement linéaire monodimensionnel
a partir des informations contenues dans le cone de dépendances d’une boucle
[[r'Tr88b]; W.Shang & J.Fortes ont proposé le calcul d’'un ordonnancement li-
néaire monodimensionnel permettant ’'obtention d’un temps optimal en présence
de dépendances uniformes [ShFo91]; la méthode de affine-by-statement scheduling
proposée par A.Darte & Y.Robert [DaR092] [DaRR92] utilise différents ordonnan-
cements affines pour les instructions; ’algorithme de P.Feautrier [Feau92] permet
de calculer des ordonnancements affines ou quasi-affines a un niveau plus fin: les
instances des instructions.

Ce type de méthode permet de conduire généralement a un résultat optimal.

Leur complexité théorique est, toutefois, généralement exponentielle.

Comparaison des méthodes de parallélisation

Aucune méthode n’est universelle et ne marche parfaitement pour tous les
cas. Chaque méthode possede son cadre d’application pour lequel elle est plus
rentable que toutes les autres. Le choix d'une méthode de parallélisation optimale
d’un programme reste un probleme ouvert. Il dépend de la complexité de son
graphe de dépendances. Informellement, s’il y a pas de dépendance, le corps de
boucles est naturellement parallele; s’il y a pas de cycle résidant a tous les niveaux
de boucles, la méthode d’Allen & Kennedy permet d’exploiter le parallélisme;
si le cycle contient les dépendances de type anti-dependence, la transformation
node splitting permet parfois de le casser; si ce cycle ne peut pas étre brisé, une
des méthodes de partitionnement peut étre essayée, et dans le cas des boucles
imbriquées la méthode hyperplane peut éventuellement étre utilisée.

Les méthodes de parallélisation basées sur le réordonnancement linéaire per-
mettent généralement ’'obtention d’un fort degré de parallélisme. Cependant, leur
calcul conduit & un probleme de programmation linéaire en nombres entiers et

leur complexité théorique est exponentielle.
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1.4 Conclusion

La plupart des paralléliseurs se concentrent sur les techniques d’optimisation
et de reconstruction du programme. Ils détectent le parallélisme potentiel et le
traduisent a l’aide de primitives dans le programme. Pour utiliser au mieux le pa-
rallélisme détecté, le programme parallele doit tenir compte des caractéristiques
des machines cibles. Des problemes de gestion mémoire pour les multiprocesseurs
a mémoire hiérarchisée [Anco91], de réordonnancement des boucles et d’alloca-
tion des processeurs [SMCI1] [TaFa92], de synchronisation et de communication
interviennent [Li91] aussi. Le détail des études [Poly88] dont ils ont fait I'objet
dépasse le cadre de cette these.

L’étude de la vectorisation et la parallélisation automatique a débutée vers
1970. De nombreux compilateurs/vectoriseurs commerciaux existent maintenant
pour les machines vectorielles. Des résultats statistiques indiquent que, pour la
plupart, ils vectorisent automatiquement 77% des boucles vectorisables [LCD91].
Certains systemes de parallélisation automatique sont aussi commercialisés comme :
fpp [Cray90], Forge [Forg90], KAP [Kuck89] et VAST [EiBI91]. Cependant, leur
taux de parallélisation automatique n’est pas le méme. Les statistiques indiquent
que les techniques d’analyse des programmes et de transformations actuelles ne
sont pas encore suffisamment avancées pour 'obtention de bonne performance
[ChPa91] [EiBI91] [PePa92a]. De nombreuses recherches dans ce domaine doivent
donc encore étre effectuées. Elles sont entreprises par de grandes universités et
centres de recherches: PARAFRASE-2 & University of lllinois [PoGi89]; PA-
RASCOPE, PTOOL a Rice University [KMT91]; PTRAN a IBM Research
Center [ABCC87]; SUIF a Stanford University [TWLPHI1]; TINY a Oregon
Graduate Institute [Wolf91b]; PAF a l'université de Paris 6 [TDF87]; PIPS a
I’Ecole des mines [[JT91].

Rappelons que la parallélisation débute généralement par le calcul du graphe
des dépendances. De nombreux algorithmes ont été proposés pour les calculer. Les
transformations de programme, pouvant modifier la sémantique du programme,
imposent des abstractions des dépendances spécifiques. Plusieurs ont aussi été

proposées: profondeur, ddv, dc, distance. Quelles sont les différences entre les
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différents algorithmes de calcul des dépendances? Quel est le comportement dans
la pratique d’un algorithme approximatif dont la complexité théorique est expo-
nentielle (Fourrier-Motzkin)? Quels sont les liens entre les transformations et les
abstractions des dépendances? Ce sont ces questions auxquelles nous avons tenté

de répondre dans cette these.
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Chapitre 2

Test de dépendance

Le test de dépendance est une des phases les plus importantes pour la dé-
tection et 'exploitation du parallélisme implicite des programmes. Sa précision
et son efficacité conditionnent directement le succes de la phase de parallélisa-
tion. Le probleme principal du test de dépendance est de tester si deux instruc-
tions référencent un méme emplacement mémoire. C’est un probleme indécidable
dans le cas général a la compilation. Une référence indirecte a un tableau du
type A(B(I)) fait partie des exemples ou ’on ne connait pas a la compilation
I’ensemble des éléments qui seront accédés lors de I'exécution. Il peut conduire
aussi a la résolution de systemes tres complexes tel que: rechercher si ’équation
a” = b" 4 " [Mayd92] admet une solution. Les algorithmes permettant de traiter
des systemes particuliers étant relativement cotteux, cette classe de problemes ne
rentre pas dans I’ensemble de cas traités par les tests de dépendances classiques
a savoir les cas linéaires. Sous I'hypothese que toutes les fonctions d’acces aux
éléments des tableaux ainsi que les bornes de boucles sont linéaires, le test de dé-
pendance a pour but de rechercher une solution entiere au probleme exprimé sous
la forme d’un systeme linéaire et de caractériser de manniere finie ces solutions.
De nombreux algorithmes, exacts ou approximatifs, de complexité polynomiale
ou exponentielle, ont été proposés dans la littérature. Nous présentons ces dif-
férents algorithmes ainsi que les compromis précision/complexité effectués par
les différents vectoriseurs/paralléliseurs. Nous verrons I'importance d’une étude
expérimentale pour évaluer la complexité pratique et pour optimiser la précision

d’un algorithme.



Dans ce chapitre, nous détaillons successivement : le concept de dépendance,
le probleme du test de dépendance et les différentes méthodes de 'analyse des
dépendances. Nous présentons, dans la section 2.4 le systeme d’analyse des dé-
pendances du paralléliseur PIPS qui a été développé au CRI a I’Ecole des Mines
de Paris a Fontainebleau depuis 1988 [[JT91] et que nous avons amélioré et ins-
trumenté. Nous présentons enfin, dans la section 2.5, les résultats de I’évaluation
de performance de ce test avant de conclure.

Les différentes abstractions des dépendances caractérisant les ensembles d’ité-

rations dépendantes sont présentées dans le chapitre 3.

2.1 Dépendance

La sémantique d’un programme écrit en language impératif, comme Fortran
ou C, définit un ordre d’exécution séquentiel des instructions du programme.
Cependant, généralement, plusieurs ordres différents d’exécution des instructions
peuvent aboutir a l’obtention d’un méme résultat. Par exemple, 'ordre des deux
instructions A=B*C et D=E+F peut étre échangé sans affecter le résultat du
programme?!. Deux instructions peuvent étre exécutées en parallele si ces deux
instructions n’accedent pas le méme emplacement mémoire?. Dans ce cas, on dit
que les deux instructions sont indépendantes, sinon on dit qu’il existe une relation
de dépendance entre ces deux instructions. Toutes les relations de dépendance
existant dans un programme spécifient les contraintes sur ’ordre d’exécution des
instructions qui permettent de conserver la sémantique du programme.

Dans cette section, nous présentons le concept de dépendance et en donnons
une définition, tout particulierement pour le cas des nids de boucles (car elles
contiennent 'essentiel du parallélisme implicite). Ensuite nous détaillons le pro-

bleme du test de dépendance et en donnons une formulation mathématique.

1. en ’absence d’aliasing
2. nous n’étudions que les dépendances de données dans cette thése
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2.1.1 Concept de dépendance de donnée

Nous décrivons, dans cette section, les trois types de dépendance définis a
Porigine par Kuck [Kuck78].
On dit que l'instruction T dépend de 'instruction S (notée S6T') s’il existe

une instance t de T, une instance s de S et un emplacement mémoire M tel que:
— 8 et t référencent M et I'une au moins de ces deux instances le modifie;
bl b ’ . ’ . ’ ’
— selon 'ordre d’exécution séquentiel s est exécutée avant t.

Nous distinguons trois types de dépendance, conditionnant ’exécution paralléle
d’un programme.

La dépendance de S vers T est
— une flow-dependence si s modifie M et t lit M . Elle est notée S6/T';
— une anti-dependence si s lit M et t modifie M. Elle est notée S6°T

— une output-dependence si s et t modifient toutes deux M. Elle est notée

So°T.

Un quatrieme type de dépendance, appelé input-dependence, correspondant a
la lecture de M par s et t est utilisé pour 'optimisation de 1’allocation des données

en meémoire.
Nous considérons maintenant le cas des nids de boucles DO. Le schéma général
d’un nid de boucles est représenté en figure 2.1. Il illustre le modele suivant (sous

les hypotheses de linéarité des fonctions):

— les boucles iy, ...ic,ic41 ... iy englobent une instruction S (notée S(1, 1)),

les boucles i1 ...i¢, i1 ...7, englobent Uinstruction T' (notée T'(1, I})).
— 5, T accedent au méme tableau A.
— le tableau A est déclaré: A(Lq1:Uy, La:Us, ..., Lg:Uy).

- fi, oy fa, g1, --. 5 ga sont les fonctions d’indices du tableau qui sont des

fonctions linéaires de variables scalaires entieres.
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do ilzll,ul

do iz = 12 (il), U2 (Zl)

do ie = le (ila---aie—l) , Ue (ila---aie—l)
dO i6+1 = le_|_1 (il, ceey ie) y Uet1 (il, ceey ie)
do Zm = lm (il, ---aim—l) , Um (il, ---aim—l)

S(il,...,ie,ie+1,...,im) . A(fl (il,...,im),fg (...),...,fd ()) = ...
enddo {e+1,...,m}

dO im+1 = lm_|_1 (il,...,ie) s Um+1 (il,...,ie)
do Zn = ln (il, ...,ie,im+1, ---ain—l) , Up (il, ...,ie,im+1, ---ain—l)
T (01 ey les bty ooy tn) ¢ eee = A (g1 (11, ooy Ty bty ooy Tn)s G2 (oo )y ooy ga (220)

enddo {m +1,...,n}
enddo {1, ..., e}

Fig. 2.1 - Schéma d’un nid de boucles

— Iy, uy, ..vy ln, u, sont les bornes inférieures et supérieures des boucles. Elles

sont aussi des fonctions linéaires.

Une dépendance entre deux instructions d’un nid de boucles imbriquées est

représentée en figure 2.1. Elle est définie de la maniere suivante:

Définition 2.1 L’instruction T dépend de linstruction S (notée S6T ) s’il existe
une instance S(Z, z_;) de S, une instance T(ﬁ, z:) de T, et un emplacement mémoire
M: Aler,...,cq) tel que:

—

- - o , . , .
1. S(i,is) et T(¢',4:) accédent au méme emplacement mémoire M;
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2. les deux itérations (i,15), (¢/,1¢) appartiennent au domaine d’itérations des

boucles;

- = - —
3. selon Uordre d’exécution séquentiel, S(v,15) est exécutée avant T'(¢',1;).

2.1.2 Probleme de dépendance

Nous présentons, dans cette section, une formulation des dépendances inspirée
de celle de M. Wolfe [Wolf89] et de celle de H. Zima [ZiCh90].

Il ne peut y avoir une dépendance entre deux instructions que si ces deux ins-
tructions référencent la méme variable. Si le test de dépendance sur les variables
scalaires est
relativement simple, il n’en est pas de méme pour les références aux éléments
d’un tableau. Nous nous concentrons donc, dans cette section, sur I’étude du test
de dépendance entre instructions référencant des éléments d’un tableau au sein
d’un nid de boucles.

Pour tester I'existence d’une dépendance de S vers T, il faut calculer I'in-
tersection de l’ensemble des éléments référencés par S avec celui des éléments
accédés par T.

La formulation mathématique du test de dépendance, d’apres la définition
2.1, correspond a la vérification de I'existence d’une solution entiere d’un systeme
diophantien (i.e. systeme linéaire en nombres entiers). Le systeme est constitué

de trois parties (figure 2.2):

1. un ensemble d’équations (2.1) déduites de la condition 1 de la définition

2.1;

2. un ensemble d’inégalités (2.2) déduites de la condition 2 de la définition

2.1;

3. un ensemble des contraintes (2.3) déduites de la condition 3 de la définition

2.1.
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Iy < e < uy (1 <k<e)

L, < 15, < uy, (e+1<s,<m) '
Ly, < i, < wy, (m+1<t<n)

de (1<e<e) /

i =1, (1<k<e) (2.3)
et < Uhyq stk+1<e

Fia. 2.2 - Les composantes du systeme de dépendances

Lorsqu’il existe une solution entiere au systeme représenté par la figure 2.2,
une dépendance existe. Dans la section suivante, nous présentons les principales
méthodes permettant de résoudre ce systeme de dépendance exactement ou ap-

proximativement.

2.2 Analyse de dépendance

Rappelons que le probleme du test de dépendance est un probleme de déci-
sion. Il consiste a vérifier 'existence d’une solution entiere a un systeme. Sous les
hypotheses de linéarité décrites précédemment , c’est un probleme de program-
mation linéaire en nombres entiers (notée PE). Cependant ce type de probleme
est NP-complet [Schr86]. Il existe des algorithmes approximant 'existence d’une
solution entiere par celle d’une solution réelle. Ces algorithmes peuvent se tra-
duire en général sous la forme d’un probleme de programmation linéaire (notée
PL) polynomial. Toutefois, les algorithmes de PE et PL tels que: la méthode du
simplexe [Schr86] ou la méthode des coupes de Gomory [Gree71] ne sont pas tres
appropriés pour traiter le probleme du test des dépendances car ils apportent
une solution exacte au probleme alors que Iexistence (ou I'inexistence) d’une so-
lution est suffisante. Différentes méthodes spécifiques a ’analyse de dépendance,

donnant des solutions exactes ou approchées, ont donc été étudiés.
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Bien que plusieurs tests exacts aient été proposés: PIP [Feau88], FAS®T
[BePT90] et Omega [Pugh92], de nombreux vectoriseurs/paralléliseurs utilisent
un test de dépendance simplifié, soluble par des méthodes simples et efficaces
bien que moins précises. Ces méthodes sont basées sur la théorie des équations
diophantiennes [Bane88], ’évaluation des valeurs minimales et maximales des
bornes d’une fonction linéaire [Bane88] ou encore la faisabilité de systeme linéaire
[Kuhn80] [TIF86].

En général, le systeme de dépendance est composé d’un ensemble d’équations,
et d'un ensemble d’inéquations déduit des bornes des boucles. Afin d’obtenir une
approximation, plusieurs possibilités nous sont offertes, on peut chercher soit (1)
des solutions entieres au systeme d’équations sans tenir compte des inéquations,
(2) des solutions réelles au systeme avec les inéquations, (3) des solutions dimen-
sion par dimension, (4) des solutions a I’équation de linéarisation (la combinaison
des équations). Ces méthodes approximatives agrandissent I'ensemble des solu-
tions exactes, elles sont toujours conservatives. C’est 'existence d’une solution
dans I’ensemble approximé qui conduit a déclarer qu’il y a dépendance.

Avant d’introduire les différentes manieres d’approximer I’ensemble des solu-
tions, nous introduisons quelques notations:

Notations :

— Sint (P): P'ensemble des solutions entieres du systeme P;

— Sreet (P): U'ensemble des solutions réelles du systeme P;

— DS': le systeme de dépendance complet donné par la figure 2.2;

— DS;: le sous systeme de dépendance pour le i-ieme indice du tableau,

DS = U?ZIDSZ';
— FEq: 'ensemble des équations du systeme DS ((2.1) dans la Fig 2.2);

— Fgq;: I'équation traduisant un conflit mémoire pour le i-ieme indice du

tableau, K¢ = UL, Fq;.
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2.2.1 Analyse indice par indice

Etant donné la simplicité du test de dépendance mono-dimensionnel, une des
approximations possibles pour étudier une dépendance multi-dimensionnelle est
la vérification de 'existence de dépendance indice par indice. Ceci n’est qu’une
approximation car ’ensemble des solutions entieres du systeme DS est égal a 'in-
tersection des solutions entieres des systemes DS; (S;.:(DS) = ﬂlesmg (DS)))
et que l'ensemble des solutions entieres du systeme DS; est inclus dans ce-
lui des solutions entieres du systeme d’équation Fg¢;, nous avons la relation
Sint(DS) C Sint (Eg;). Comme I'ensemble des solutions entieres du systeme
DS; est contenu dans celui des solutions réelles, nous avons la seconde relation
Sint(DS) C Sypeer(DS;).

Au cours d’une analyse indice par indice, le systeme est déclaré sans solution
(pas de dépendance) aussitot que le test de faisabilité en réels sur une dimension
est négatif (i.e. Sit(DS;) ou Siw (Eqi) ou Speer(DS;) = 0), puisque cela prouve
que S;(DS) est vide.

Nous présentons maintenant trois tests mono-dimensionels.

Test du Greatest Common Divisor (GCD) [Bane76]:
Le test du GC'D permet de savoir si une équation linéaire diophantienne
sous la forme (2.4) admet une solution entiere. Il est utilisé pour calculer
Sint (Eqi).
a1 +agxs + ... fa,x, =c (2.4)

L’équation (2.4) admet une solution entiére si et seulement si

ged(ay, az, ..., a,) divise e. Clest un test simple mais pas tres sélectif, parce
que dans la plupart des cas le ged(ayq, as, ..., a,) vaut 1. Il ne permet pas,
non plus, de conclure a 'inexistence de solution (pas de dépendance) si
I’équation (2.4) admet des solutions entieres qui sont toutes en dehors des

bornes du domaine.

Le cotit de ce test étant relativement faible (complexité polynomiale), il est

utilisé par la plupart des tests de dépendance des paralléliseurs.

Test de Banerjee [Bane79] [Bane8§]:
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Le test de Banerjee permet de savoir si une équation linéaire bornée ad-
met une solution réelle dans le domaine (2.5) ou /;, w;(1 < ¢ < n) sont

constantes. Il est utilisé pour calculer S;ci(DS;).

a1r1 + asxs + ...+ a,x, = ¢
L <z <wy
12 <z < uy (2'5)

L <z, <u,

Ce test est basé sur le theoreme des valeurs intermédiaires :

Soit F'(X) = a1y + azaz + ... + apxy; et min(F (X)), max(F (X)) les
minimum et maximum de la fonction F(X) en fonction des bornes de
T1,...,,. Le systéme (2.5) admet une solution réelle si et seule-

ment si min(F (X)) < e <max(F(X)).

Le test de Banerjee conduira a la détection d’une fausse dépendance lorsque
le systeme admettra au moins une solution réelle mais pas de solution en-
tiere.

Ce test a été étendu pour pouvoir étre appliqué dans les cas (1) ou les bornes
des boucles sont des fonctions linéaires des indices de boucles externes (/e
test de Banerjee trapézoidal) [Bane88] (2) et ou les boucles sont normalisées

avec une borne inférieure a 0 et une borne supérieure symbolique [PePa91].

Le test de dépendance du paralléliseur PARAFRASE développé a 'uni-

versité de I'[llinois est basé principalement sur ce test.

I test [KKP90] [PKK91]:
Le I test est une combinaison des tests du GCD et de Banerjee, c’est aussi
un test approximatif. Il recherche I'existence d’une solution entiere, en uti-
lisant le test du GCD, et prend en compte les bornes des variables comme

Banerjee. 1l est donc utilisé pour calculer S;,.(DS;).

Un nouveau concept Intervalle d’equations (2.6) a été introduit dans

[KKP90]
ajxy + agxy + ... + ayx, = [L, U] (2.6)
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pour répresenter un ensemble d’équations ayxy + asxz + ...+ anx, =y (L <
y < U). Un intervalle d’équations est soluble dans le domaine
(l,ur;lay ug; oo Iy, uy) siau moins une équation est soluble dans ce domaine.

Le I test est basé essentiellement sur deux théoremes.

1. Elimination des variables de I'intervalle d’équations par la méthode de
Banerjee, donnant les bornes d’une fonction linéaire [Bane88]:
I'intervalle d’équations (2.6) est soluble dans le domaine (11, uq; Iz, ua; ... [y, uy)

(ou les bornes sont constantes) si et seulement si
a1 +agxot. . ta, 12,y = [L—atu,+a l,, U—atl,+a u,] (2.7)

est soluble dans le domaine (Iy, u1; lg, tg; s Loy, uno1) .

2. Test du GCD pour l'intervalle d’équations :
Soit d = ged(aq,asy, ..., an-1,a,), Uintervalle d’équations (2.6) admet

une solution entiere si et seulement si L < d[L/d] < U.

Le I test élimine sucessivement chacune des variables du systeme et applique
ce test du GCD modifié pour chacune des équations obtenues jusqu’a ce
qu’une réponse négative soit obtenue (ce qui atteste de I'indépendance) ou

que toutes les variables soient éliminées (ce qui atteste d’une dépendance).

2.2.2 Linéarisation

La combinaison linéaire d’un ensemble d’équations (2.1) permet 'obtention

d’une nouvelle équation :

d d d d
Zfl () H N; = Zgi (11) H N; (2.8)
1=1 J=i+1 i=1 j=i+1

Le test de dépendance basé sur la résolution de cette nouvelle équation de

linéarisation a été introduit dans [BuCy86] [GiPo88].

3.
a+_{a,5ia20 _ {—a,sia§0

. a” = .
0, sinon 0, sinon
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Toute solution de I’ensemble d’équations (2.1) est aussi solution de ’équation
de linéarisation (2.8). Par contre, I’équation (2.8) admet des solutions entieres
qui ne sont pas solutions de I’ensemble des équations de (2.1). Prenons, pour
exemple, un tableau A(1 : 20,1 : 10) et deux références au tableau A(u1,71) et
Az, j2). L’équation de linéarisation 17 — iy = 10 * (j2 — j1) conduit a plusieurs
solutions dont 27 = 11,25 = 1,77 = 1, j2 = 2, qui n’est pas solution de I’ensemble
d’équations {i; = 13,71 = ja2}.

Le systeme de dépendance obtenu en remplacant (2.1) par (2.8) est noté DSL.
Nous avons les relations suivantes:

Sint(DS) C Sint(DSL) et Sipe(DS) C Speet(DS) € Spect(DSL).

L’objective de la linéarisation est de transformer un probleme de résolution d’un
ensemble d’équations en un probleme de la résolution d’une seule équation. Les
tests mono-dimensionnels présentés ci-dessus peuvent étre utilisés pour détecter
la présence d’une solution au systeme linéarisé DS L. Cette méthode de la linéa-

risation a été utilisée dans le paralléliseur PTRAN développé au centre Watson

d'IBM [ABCCS7].

2.2.3 Solutions entieres sans contraintes

Ce type de méthode vise a chercher les solutions entieres qui satisfont un
ensemble d’équations (2.1) tout en ignorant les bornes du domaine d’itérations
(Sint (Fq)). Puisque I'ensemble d’équations Eq est un sous-ensemble des contraintes
du systeme DS, I’ensemble des solutions entieres du systeme DS est inclus dans
celui des solutions entieres du systeme d’équations ¢, nous avons la relation
Sint(DS) C Sini(Fq). Nous présentons maintenant deux exemples de ce type de
test : le test GCD généralisé de Banerjee et le A test.

GCD généralisé de Banerjee [Bane8§]:
Le test du GCD généralisé est une extension du test du GCD pour un
systeme d’équations. Soit AX = C I'ensemble des équations (2.1) (Fig2.2)
sous forme matricielle; avec X = (a1, 22, ...,2,), C = (¢1,¢2,...,¢q), €t A
une matrice entiere de dimension n x d. En appliquant un ensemble de

transformations élémentaires a A, il est toujours possible de trouver la ma-
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trice triangulaire H de Hermite associée a A vérifiant AU = H ou U est une
matrice unimodulaire (n x n) [Schr86]. le systeme AX = ' admet une
solution entiere X si et seulement s’il existe une solution entiére
T = (t1,1s,...,1,) au systeme d’équations HT = C [Bane88]. La matrice
H étant triangulaire, ce systeme est plus facile a résoudre que le systeme
d’équations initial (la phase de remontée de I’élimination de Gauss peut
étre par exemple utilisée). Si ce systeme n’admet aucune solution, il y a pas
de solution entiere pour AX = C (i.e. Si (Eq) = 0), ce qui atteste qu’il

n’y a pas de dépendance; sinon, la solution entiere X s’exprime X = UT.

Le test du GCD généralisé a été adopté par de nombreux prototypes tels
que: PARAFRASE-2 [PePa9l1], SUIF [MHL91], TINY [WoTs91].

Le A test [GKT91]:
Le A test est un test multi-dimensionnel utilisé par les deux paralléliseurs
de Rice: PFC et ParaScope. Le test de dépendance, qu’ils utilisent, par-

titionne les indices du tableau référencés en deux catégories:

— ceux dont les variables ne figurent dans aucun autre indice (le premier
indice du tableau pour les références A(i, k, k+ 1) et A(j, k,k+2) en

est un exemple)

— des autres cas (indice référencant au moins une variable présente au
sein de plusieurs indices, comme les indices 2 et 3 de 'exemple précé-

dent).

Ces indices sont ensuite classés selon trois types (fonction du nombre de
variables qu’ils contiennent): ZIV (Zero Index Variable), SIV (Single Index
Variable), MIV (Multiple Index Variable). Pour les indices “libres”, le test
exact et le test de Banerjee sont utilisés; le A test est appliqué dans les

autres cas.

Le A test ajoute aux équations les variables de distance de dépendance et
les contraintes sur les variables de distance correspondantes dans le systeme

de dépendance (dy = ¢ — ¢ et dy = j' — j, par exemple, dans le cas de
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deux boucles imbriquées). Ensuite, il effectue récursivement les trois phases

suivantes :

1. tests exacts pour les indices de types ZIV ou SIV;

2. intersection des équations portant sur les méme variables afin de cher-

cher les contradictions ou d’éliminer les contraintes rédondantes;

3. propagation des valeurs des variables de distance connues dans le sys-
teme de contraintes. Par exemple, I’équation d; = 1 peut étre propa-

gagée dans le systeme d; + d; = 0, on obtient la nouvelle contrainte

d2 — —1

Le A test est plus puissant que le test du GCD car il permet parfois de
conclure & 'inexistence d’une solution (indépendance) au systeme (réponse
du test du GCD sur la contrainte générée) tandis que le test du GCD sur
chacune des équations ne permet pas de conclure. Le A test est moins précis
que le GCD généralisé ou que d’autres algorithmes procédant a I’élimination
exacte des équations (ex. I’'Omega test), parce qu’il n’est pas toujours pos-
sible de résoudre un systeme d’équations par propagations des contraintes.
Sile A test ne permet pas de conclure a l'inexistence de solution pour le
systeme d’équations, cela ne garantit donc pas 'existence d’une solution

entiere pour autant.

2.2.4 Solutions réelles avec contraintes

Ce type de méthode teste ’existence de solution réelle vérifiant tout le systeme
de contraintes. L’ensemble des solutions donne une approximation de I’ensemble
des solutions entieres recherchées.

Lorsqu’on relaxe la condition de solution entiére, le probleme de programma-
tion en nombres entiers n’est plus qu’un probleme de programmation linéaire.
Les algorithmes traditionnels de programmation linéaire tels que: la méthode du
simplexe [Schr86] et la méthode de loop residue [Shos81] permettent de résoudre
ce type de probleme. Cependant, ces algorithmes ne conviennent pas tres bien au

probleme du test de dépendance car il apporte une solution exacte au probleme
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alors que I'existence (ou I'inexistence) d’une solution est suffisante. Nous présen-
tons donc maintenant des algorithmes moins complexes qui sont plus appropriés

au test de dépendance.

Elimination d’une variable par 1’algorithme de Fourier-Motzkin:
Initialement ’algorithme de Fourier-Motzkin permettait de rechercher une
solution réelle a un systeme d’inégalités [DaEa73] [Duff74]. Il a été étendu
pour tester la faisabilité d’un systeme de dépendance contenant des équa-

tions [Kuhn80] [TIF86].

Soit un systeme linéaire d’inégalités sous la forme (2.9)

Zaijl']‘ Z bi, = (1,,m) (29)
7=1

La méthode de Fourier-Motzkin procede par éliminations successives des
variables du systeme par combinaisons linéaires de paire d’inégalités. Nous

détaillons maintenant ce processus (élimination de la variable a4):

1. le systeme (2.9) est découpé en trois parties selon le signe des coeffi-

cients de zy.

a1y Z Dl(i’) a1y S El(i')
Pos =< . Neg =
a1 > D,(2) a;xl < E, ()
(Vi € 1..p, a; > 0) (Vi€ l.q, a;>0)
0 < Fi(z)
Zero =
0 < F.(z)
ol & = (T2, .eey Ty
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2. la variable x1 est éliminée par combinaisons de paire d’inéquations de

Pos et Neg. Le nouveau systeme obtenu est le suivant :
a;Di(z) < a;Bi(2),i=(1,...,p),] = (1,...,9)
0 < Fe(@),k=(1,...,r)

Si au cours du processus d’élimination des variables 1) une contrainte infai-
sable est détectée (ex. 0 < -b, bEN), le systeme est déclaré non faisable 2) le

systeme des contraintes est vide , le systeme est déclaré faisable [DaEa73].

Théoriquement, cet algorithme est de complexité exponentielle. Cependant,
d’apres nos expériences (voir 2.5), dans la pratique, il reste de complexité

polynémiale.

Ce test est utilisé par de nombreux prototypes de parallélisation automa-
tique tels que: SUIF [MHLI1], TINY [WoTs91], PIPS [[JT91]. Le test de
PIPS est renforcé par une heuristique permettant de tronquer les inégalités
par le PGCD des coefficients. C’est une heuristique parce que le résultat

dépend de 'ordre des éliminations des variables.

Le M-test [LYZ89] [Grun90]:
Le A-test est une version multi-dimensionnelle du test de Banerjee. Il per-
met de tester l'existence d’une solution réelle commune a un ensemble
d’équations linéaires (2.10) dans un domaine (2.11) défini numériquement

(l;y u; (1 <@ < n) sont constantes). Il permet donc de calculer S,.(DJS5).

a1y + a1222 + oo + a1, + 1 =0 (f1)
a21%1 + a92%2 + oo + 9,2, + 2 =0 (f2) (2.10)

11 F G2ty + oo+ Qpn@n + ¢ =0 (fin)

L<z <wy

12 S T2 S U2 (211)
l, <z, <,

L’idée principale est que toute solution S de (2.10) est aussi solution de

I’ensemble des combinaisons linéaires des équations (2.12).
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Pour garantir que S est inclus dans le polyedre V' défini par (2.11), il faut
que toutes les solutions de (2.12) intersectent V. Autrement dit, (2.10)
admet une solution réelle dans V si et seulement s’il n’existe pas d’hyperplan

f de (2.12), tel que 'intersection de f avec V' soit vide.

Ce test a été implémenté dans PARAFRASE. D’apres [LYZ89], le A-test
a la méme précision que la méthode de Fourier-Motzkin mais est de com-
plexité inférieure. Pour effectuer une comparaison plus précise, une éva-
luation de leurs complexités moyennes dans la pratique serait nécessaire.
D’apres nos expériences, la complexité réelle de 1’algorithme de Fourier-
Motzkin dans le cadre d’un test de dépendance, reste en moyenne polyno-

miale (voir la section 2.5).

Le test de Fourier-Motzkin traite des cas plus généraux et permet de proje-
ter le systeme de dépendance sur le sous-espace D des variables de distance
de dépendance. Les différentes approximations des dépendances résumant
D peuvent étre calculées a partir ce systeme, qui est beaucoup plus petit
que le systeme initial (voir I'algorithme 2.2/2.3 dans la suite de ce chapitre

et le calcul du cone de dépendance dans le chapitre 3).

2.2.5 Tests exacts

Les tests exacts testent l'existence de solution entiere pour le systeme de

contraintes complet représenté en 2.2 (S, (DS5)).

Ce type de probleme de Programmation Linéaire en Nombres Entiers peut étre

résolu en utilisant les algorithmes classiques tels que: la méthode des coupes de

Gomory [GreeTl] ou une extension de 'algorithme de Fourier-Motzkin [Will76].

Nous présentons dans cette section des algorithmes exacts utilisés tout particu-

lierement pour le test de dépendance.

PIP (Parametric Integer Programming) [Feau88]:

L’algorithme PIP est un algorithme de PFE tout particulierement inté-
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ressant pour résoudre le probleme du test de dépendance. C’est une une
extension de la méthode des coupes de Gomory. Il calcule la solution en-
tiere lexicographique minimale du systeme en fonction de parametres sym-
boliques. L’utilisation de cet algorithme permet de calculer, pour chaque
référence au tableau en lecture, la référence au tableau en écriture qui a
produit la valeur de la variable. Le résultat se traduit sous la forme d’un
ensemble d’égalités conditionnées par des prédicats [Feau89] [Feau91l]. Cet
algorithme est utilisé par le paralléliseur PAF dans le calcul du data-flow

graph qui est une version plus précise du graphe de dépendance.

Extension du GCD généralisé [Bane88]:
L’idée essentielle de cette méthode est d’exprimer la solution entiere des
variables apparaissant au sein des équations du systeme en fonction de
parametres entiers, puis de substituer ces variables dans ’ensemble des
inégalités par leur expressions parametrées, avant de chercher les valeurs

possibles de tous ces parametres.

Rappelons que ’ensemble des équations AX = (' admet une solution entiere
si et seulement s’il existe un vecteur T' tel que: HT = (', ou H est la

forme de Hermite [Schr86] associée a A et AU = H. La solution s’exprime

X =UT.

Supposons que le rang de la matrice A est r. Il est possible de calculer
les solutions numériques pour r variables de T'. La solution générale de X
aura n — r parametres libres. Si r = n, il existe une solution exacte unique
X = UT. Sinon, apres élimination de toutes les équations, le probleme se
traduit sous la forme d’un systeme en nombres entiers d’inégalités ayant
n — r variables . Lorsque ce systeme d’inégalités est soluble exactement, le
systeme initial est aussi soluble exactement. Dans certains cas particuliers

tels que:

-r=n-—1,
— 1l ne reste qu’'une variable par contrainte,

— tous les coefficients de toutes les variables sont égaux a 1 en valeur
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absolue,

le systeme d’inégalités peut étre résolu exactement en nombres entiers par

des algorithmes classiques de résolution de systemes linéaires rationnels.

Le paralléliseur SUIF utilise cette méthode [MHLI1]. 1l transforme un
systeme d’égalités et d’inégalités en un systeme d’inégalités en utilisant
I’extension du GCD généralisé. Il utilise, ensuite, une série de tests exacts

sous certaines conditions, pour résoudre le systeme d’inégalités.

L’Omega test [Pugh92]:
L’Omega test est un test exact basé sur I’algorithme d’élimination d’une
variable de Fourier-Motzkin [Will76]. L’originalité de ce test porte sur sa

technique de résolution en entiers du systeme d’inégalités.

Supposons que l’on cherche a résoudre le systeme d’inégalités P(vy, vg, ..., v,).
Apres élimination d’une variable v;, par ’algorithme de Fourier-Motzkin, le
probleme est celui de la résolution en nombres entiers du systeme

P'(v1, ... V51, V41, .., V). P’ est une condition nécessaire de P, c’est a dire P
n’a pas de solution entic¢re si P’ ne posséde pas de solution entiere [DakaT3].
L’Omega test utilise une version révisée de 1’algorithme d’élimination d’une
variable : la variable est éliminée du systeme P de maniere a obtenir un sys-
teme suffisant P"(v1,...05—1, Vkt1, ..., Us) tel que Pexistence d’une solution
entiere a P” garantit 'existence d’une solution entiere pour P. Pour traiter
les cas ou P” n’admet pas de solution entiere alors que P en admet au

moins une, une phase supplémentaire est utilisée.

Puisque I’'Omega test est une extension de 1’algorithme de Fourier-Motzkin,
sa complexcité théorique est aussi exponentielle. Toutefois, pour les cas

pratiques, sa complexcité est bornée par un temps polynomial [Pugh92].

Cet algorithme a été implémenté dans les prototypes TINY [Pugh92] et
PARAFRASE [PePa92b].
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2.2.6 Exemples de quelques paralléliseurs

Pour augmenter la précision de leur test de dépendance, les paralléliseurs uti-
lisent généralement plusieurs algorithmes de recherche de solution au systeme
caractérisant les dépendances. Ils commencent par des tests simples et peu cou-
teux pour terminer avec des algorithmes de précision meilleure. Nous présentons
iciles choix qui ont été effectués lors de I'implémentation des tests de dépendances

de quelques paralléliseurs.

— PAF [TDF87] (Paralléliseur Automatique de Fortran) développé au la-
boratoire MASI utilise ’algorithme PIP (voir la section 2.2.5) qui est un
algorithme de résolution de systemes d’équations et d’inéquations paramé-

triques en nombres entiers [Feau88].

— PARAFRASE développé a I’Université de I'lllinois utilise successivement
le test du GCD, GCD généralisé, le test de Banerjee et un test de la pro-

grammation en nombre entiére® [PePa9l].

— ParaScope ou PFC développé a I’Université de Rice distribue le systeme
de dépendance en plusieurs sous-systemes, correspondant aux différentes di-
mensions de la fonction d’acces aux éléments du tableau et sous la condition
que leurs intersections soient disjointes. Des tests de dépendance individuels
sont effectués sur ces sous-systemes indépendants. Pour les systemes ou un
seul indice du tableau intervient, le test exact et le test de Banerjee sont

utilisés; le A test (voir la section 2.2.3) est appliqué sur les autres systemes

[GKT91].

— PIPS un paralléliseur développé a 1’Ecole des Mines utilise: une variante
du test du GCD généralisé et Ualgorithme de Fourier-Motzkin [LJT91]. Nous

détaillerons cet algorithme dans la section 3.3.3.

— PTRAN développé au centre de recherche Watson d’IBM utilise le test du
GCD et le test de Banerjee- Wolfe avec I’équation de linéarisation [ABCC87].

4. ce test a été remplacé par ’'Omega test [PePa92b]
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— SUIF développé a Stanford effectue d’abord le test GCD généralisé. En-
suite, il applique 4 tests de résolution d’un systeme d’inéquations, dans
lordre: le test de contrainte sur les variables simples, le test acyclique, le

test simple loop residue, lalgorithme de Fourier-Motzkin [MHLI1].

— TINY un environement de transformations de programme, développé a
Oregon Graduate Institute, a adopté Power test [WoTs91] qui est une com-
binaison de 1’algorithme du GCD Généralisé et de la méthode de Fourier-

Motzkin. ’Omega test a été intégré récemment [Pugh92].

2.3 Analyse de 'exactitude

Rappelons que les tests approximatifs sont pessimistes car 'existence d’un
seul élément, méme réel, dans I’ensemble des solutions conduit a la possibilité
d’existence d'une dépendance. Une dépendance déduite d’un test approximatif
est cependant réelle si I'existence de solution dans ’ensemble approximé im-
plique I'existence de solution entiere. Analyser les conditions suffisantes ou les
tests approximatifs donnent des résultats exacts permet de distinguer les vrazes

dépendances des fausses.

2.3.1 Conditions suffisantes

Les tests approximatifs, permettant de trouver des solutions entieres ne tenant
pas compte des inégalités S;,; (Fq) ou des solutions réelles prenant en considé-
ration toutes les contraintes S,. (D.S), sont ceux les plus souvent utilisés dans
les paralléliseurs. Nous détaillons dans cette section le type de résultat (exact ou

non) auquel ils peuvent conduire.

— Pour une mono-équation du type: a; 11 + as*iy + ...+ a, %1, = dag
ou tous les coeflicients non-nuls valent 1 en valeur absolue et ou les bornes

des indices ¢; sont constantes, le test de Banerjee est exact [BaneT76].

— Pour une mono-équation du type: ay x4y + as*iy + ...+ a,*1, = agou

un au moins des coeflicients vaut 1 en valeur absolue et ou les bornes des
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indices ¢; sont constantes, [LiYe89] et [KPK90] proposent deux conditions
certifiant que 'existence de solution réelle implique I’existence de solution

entiere avec les contraintes.

Pour un couple d’équations dont les coefficients non-nuls valent 1 ou —1
et pour des contraintes constants, il est possible de savoir si ce systeme
d’équations admet des solutions entieres en combinant deux tests: celui
testant 'existence de solution entiere sans contraintes S;,; (£q) et celui
testant ’existence de solution réelle avec contraintes S, (DS) [LiYe89].
Les deux tests du GCD généralisé et le A\-test peuvent donc étre utilisés

pour 'obtention d’un résultat exact.

Pour les autres cas, [Anco91] propose trois conditions suffisantes permettant
de savoir si I’élimination d’une variable par 1’algorithme de Fourier-Motzkin
conduit a un résultat exact (projection entiere). Ce sont les trois conditions

suivantes :

Soit
0

g — {(A1—Cl) + di k
- 0

(A2 —CQ) — d2 k

IAINA

le systeme linéaire caractérisant un ensemble points entiers I F;.

et
SP == { dl (A2 — CQ) S d2 (—Al —|—Cl)

le systeme linéaire résultant de 1’élimination de la variable &
des deux premieres inégalités du systeme S , en utilisant la mé-
thode de Fourier-Motzkin; caractérisant un ensemble points en-

tiers 1 P,.

La projection de [P, selon la variable k est égale a [P, si au

moins une des trois conditions suivantes est vérifiée :

1. le coeflicient d; = 1
2. le coefficient dy = 1
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3. di (A2 —¢3) + di dy — di < —dy (A1 — ¢1) est redondante

pour le systeme S

L’existence de solution entiere dans le polyedre initial est équivalent a I'exis-
tence de solution entiere dans le polyedre apres I’élimination de la variable &
si toutes les paires d’inéquations contenant la variables k& vérifient au moins

['une de ces trois contitions.

Une condition toujours suffisante mais moins restrictive a été introduite

dans [Pugh92]. La troisieme condition peut étre remplacée par:

—dy (Ay—¢2) + didy — dy — da+1 < —dy (A1 — ¢1) est redondante

pour le systeme S
Cette condition est a la base de 'Omega test.

Si apres utilisation de 'algorithme de Fourier-Motzkin, pour I’élimination
des variables du systeme de maniere exacte, il reste encore des contraintes,
D.E. Maydan, J.L.. Hennessy et M.S. Lam proposent la méthode suivante.
Une solution simple est calculée par substitution arriere [MHLI1] des va-
riables du systeme. Si cette solution est entiere, ’existence d’une solution
entiere au systeme est vérifiée. Sinon ils suggerent 'utilisation d’une mé-
thode de type branch and bound pour tester ’existence d’une telle solution
(Ce cas ne s’est jamais produit [MHL91] sur I’ensemble des tests qu’ils ont

effectués).

2.3.2 Utilité de D’exactitude

L’étude empirique effectuée par Shen & Li [SLY89], sur les tests de dépen-

dance et le format des indices de tableau présents dans les applications numé-

riques, montre que les coefficients des indices des tableaux valent fréquemment 1

ou —1. Parmi 4105 paires de références bi-dimensionelles, 97.37% vérifient cette

condition. Ceci est donc en faveur de 'utilisation des tests Syee; (DS) et Sine (£q)

plutot que celle des tests exacts Si, (DS) plus couteux et rarement nécessaires.

On définit 'exactitude d’un test approximatif par le rapport du nombre de ré-

ponses exactes (indépendances et dépendances exactes) et celui des tests effectués.
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L’exactitude du test de dépendance développé dans PIPS sur le benchmark Per-
fectClub est de 97.95% (évaluation faite avec les conditions de C. Ancourt (voir la
section 2.5)). Les expériences de SUIF aussi sur le PerfectClub, donnent une exac-

titude de 100% [MHL91] (la méthode présentée précédemment de D.E. Maydan,
J.L. Hennessy et M.S. Lamdu étant utilisé par le test de dépendance).

2.4 Test de dépendance de PIPS

PIPS est un Paralléliseur Interprocédural de Programmes Scientifiques source-
a-source de FORTRAN qui a été développé au Centre de Recherche en Informa-
tique de I’Ecole des Mines a Fontainebleau depuis 1988 [[JT91]. PIPS transforme
des programmes écrits en FORTRAN 77 en programmes FORTRAN 90 ou FOR-
TRAN parallele. Les boucles DO séquentielles parallélisables sont remplacées
par des instructions vectorielles FORTRAN 90 ou par des constructions de type
DOALL. Les trois caractéristiques principales de PIPS sont :

— linterprocéduralité qui est prise en compte dans les phases d’analyse du

programme, de calcul du test de dépendance, et de parallélisation;

— une analyse sémantique sophistiquée, basée sur les préconditions et les ré-
gions, qui permet ['obtention de résultats tres précis lors du calcul des effets,
du test de dépendance, de 'estimation de la complexité statique du pro-

gramme ou encore pour la sélection d’une transformation;

— une efficacité suffisante pour effectuer des expériences sur des programmes

réels.

L’algorithme du test de dépendance [TIF86] de PIPS peut utiliser les résul-
tats des phases de I'analyse interprocédurale (les régions) et de I’analyse séman-
tique (les prédicats). La présence de constante symbolique dans les expressions
des bornes de boucles (ex. DO [ = 1, N) ou dans les références aux éléments
des tableaux (ex. T'(I + 2 % N)) ne restreint pas 'efficacité du test, tant qu’elle
ne conduit pas a une forme non linéaire (ex. I*N). Ces deux phases d’analyse du
programme dont les résultats vont influencer 'efficacité du test de dépendance

sont présentées ci-dessous.
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Nous détaillons, dans cette section, les différentes étapes de PIPS qui in-
terviennent dans le calcul du graphe de dépendances, avant de présenter le test
de dépendance et ses caractéristiques. Nous terminons notre présentation par les

résultats expérimentaux que nous avons obtenus et les améliorations introduites.

2.4.1 Calcul de use-def chains

La phase Chains de PIPS calcule les use-def chains, caractérisant les va-
riables scalaires et les références aux éléments des tableaux lus ou modifiés par
le programme, et produit le graphe des chains qui correspond a une premiere
ébauche du graphe de dépendance initial. Dans ce graphe initial, un arc entre
deux références a un meéme tableau spécifie qu’il existe une dépendance sur la
variable tableau; les indices du tableau référencés ne sont pas pris en compte (des
arcs entre deux éléments T'(2) et T'(3) peuvent exister). Une phase d’analyse des
dépendances est donc ensuite effectuée afin d’éliminer autant d’arcs que possible.
Pour les variables scalaires, tous les arcs sont conservés. Pour les variables ta-
bleau, un test de dépendance est appliqué. Les arcs correspondant a de fausses

dépendances sont éliminés.

2.4.2 Analyse sémantique

Le systeme de dépendance classique (voir section 2.1.2) est constitué de deux
ensembles: un ensemble d’égalités caractérisant une dépendance possible entre
deux références et un ensemble d’inéquations caractérisant le domaine d’itéra-
tions. Ce systeme est construit a partir d’un nid de boucles ou: (1) les boucles
sont normalisées; (2) les expressions d’indices des tableaux sont tous des fonctions
des indices des boucles; (3) il n’y a pas de test IF ou d’appel de procédure CALL
dans le corps de boucles. Sous ces conditions, le systeme représenté par la figure
2.2 correspond a I'image réelle du probleme de dépendance. Dans les autres cas,
des contraintes supplémentaires doivent étre ajoutées dans le systeme pour ne pas
perdre de précision. Dans la pratique, les constantes symboliques étant souvent
présentes dans les fonctions d’acces aux éléments des tableaux (50%) et dans les

bornes de boucles (95%) [HaPo90], la phase d’analyse sémantique apporte des
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informations importantes pour la phase de parallélisation.

Prenons 'exemple suivant :

SUBROUTINE exemplel(A, N, M)
REAL A(N+M)

IF (M.GE.N) THEN

DOI =1, N
A(I) = A(T+M)
ENDDO
ENDIF
END

Fic. 2.3 - FEzemple 2.1

Le systeme de dépendance entre les deux références au tableau A: A(I) et
A(I+M) peut se calculer soit en tenant compte des prédicats, soit sans ces prédi-

cats.

— Soit S1 le systeme constitué de 1’équation sur les indices du tableau et des

contraintes sur les bornes de boucle:

=1+ M
S1: 1< <N
1</ <N

Les variables symboliques M, N sont des variables entieres non contraintes.
Ce systeme S1 possede des solutions entieres et on en déduit 'existence

d’une dépendance.

— Soit 52 le systeme plus complet contenant des contraintes sur M et NV,

résultant des prédicats:

1
S2 1
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Le systeme S2 est infaisable. En tenant compte des prédicats vérifiés pas
les variables symboliques du programme, de fausses dépendances entre les

éléments du tableau peuvent étre éliminées.

L’utilisation d’information supplémentaire portant sur les variables symbo-
liques du programme est importante puisqu’elle peut permettre d’éliminer de
fausses dépendances. Ce type d’information, connu a la compilation, résulte de
la phase d’analyse sémantique.

La phase d’analyse sémantique de PIPS génere, pour toutes les instructions
du programme, les prédicats vérifiés par les variables scalaires avant l'exécu-
tion de chacune des instructions [[JT91]. Ces prédicats sont représentés par des
polyedres (systeme d’égalités et d’inégalités) . Les polyedres représentent une
formulation suffisamment générale pour exprimer les informations extraites des
différentes analyses classiques telles que: la propagation de constante, expression
de variables inductives, égalités linéaires entre variables, contraintes linéaires gé-
nérales,... [CoHa78]. Cette phase est basée sur la méthode développée par P. Cou-
sot et N. Halbwachs [CoHa78] pour ’analyse intra-procédurale des programmes.
Cette méthode a été étendue pour prendre en considération certains problemes
dis a laliasing (explicite créé par la déclaration EQUIVALENCE) et pour tenir

compte de l'inter-procédural.

2.4.3 Analyse des effets des procédures: SDFI et Région

L’analyse interprocédurale de PIPS permet le calcul des préconditions et des
effets interprocéduraux. Deux types d’effets sont évalués: le SDFI (Summary data
flow information) et les régions.

Le SDFI représente les effets d’une procédure sur les variables non statiques
locales modifiées ou lues par la procédure. Un résumé de cette information est
utilisé pour calculer les effets d’une instruction CALL sur les variables du pro-
gramme. La caractéristique du SDFI implémenté dans Pips se situe au niveau de
la précision des éléments de tableau modifiés par la procédure. Plus précisément,
si les parametres réels et formels de la procédure sont des tableaux de tailles

différentes, des informations comme l'intervalle des éléments du tableau modifiés
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seront utilisées pour indiquer, par exemple, qu'une colonne d’une matrice a été
modifiée. I.’écriture de la J-eme colonne d’une matrice X (N x N) sera représentée

par leffet :

< MUST BE WRITTEN >: X((/I,I=1,N,1/),J)

Une région, telle qu’elle est définie dans [TIF86], est un ensemble d’éléments
de tableau que I'on peut représenter par un polyedre (systeme d’égalités et d’in-
égalités). Elle caractérise la partie du tableau manipulée par une procédure. La

région représentant ’effet sur un tableau T' d’une procédure:

IF (M. EQ. 1)

DOI =1, N
T(2%I+M) = 1
ENDDO
ENDIF

est (T(¢1), {¢1 =21+ M,1 < T < N, M = 1}). Les régions sont calculées
intra- et inter-procéduralement et représentent les éléments de tableau référencés
soit par des instructions élémentaires soit par des instructions composées (ex.
test, loop, ...). La “région d’une procédure” résume les régions associées a chaque
instruction du corps de procédure; les effets locaux n’interviennent pas dans ce ré-
sumé. L’utilisation des résultats de analyse sémantique interprocédurale permet
de raffiner cette information [Irig92].

L’algorithme du calcul des régions proposé par R. Triolet & al. [TIF86] a été
implémenté dans PIPS [Plat90].

2.4.4 Construction d’un systeme de dépendance

Rappelons que le probleme du test de dépendance est de résoudre en entiers
un systéme linéaire qui caractérise une dépendance possible entre des éléments
référencés. Le domaine d’itérations correspond au domaine explicite caractérisant
les variables. Les prédicats vérifiés par les variable scalaires et les indices de

boucles font partie du domaine implicite.
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Un des objectifs de cette these est d’étudier I'intérét d’une phase d’analyse
sémantique approfondie pour la détection des dépendances et la phase de parallé-
lisation. Afin de pouvoir effectuer des comparaisons, nous distinguons trois types

de systeme de dépendance.
Le systéeme simple qui contient :

1. 'ensemble des équations définissant une dépendance possible entre

deux références du tableau ((2.1) dans la Fig 2.2).
Le systéeme normal qui contient :

1. 'ensemble des équations définissant une dépendance possible entre

deux références du tableau ((2.1) dans la Fig 2.2)

2. I’ensemble des inéquations caractérisant le domaine d’itérations ((2.2)

dans la Fig 2.2).
Le systeme complet qui contient :

1. 'ensemble des équations définissant une dépendance possible entre

deux références du tableau ((2.1) dans la Fig 2.2)

2. I’ensemble des inéquations caractérisant le domaine d’itérations ((2.2)

dans la Fig 2.2).

3. I'ensemble des prédicats (égalités et inégalites) vérifiés par les variables

scalaires et indices de boucle obtenus au cours de I’analyse sémantique.

Trois analyses différentes® des dépendances, associées au différent systéme,
ont été implémentées dans PIPS, car si la parallélisation efficace de certains
programmes nécessite 1'utilisation de techniques sophistiquées (faisant appel a de
nombreuses informations), d’autres n’en ont pas besoin.

Reprenons 'exemple 2.1 et testons l'existence d’une dépendance entre A(I)

et A(I+M). Les trois systemes précédents se traduisent :

— Systeme simple:

t=1+di+ M

5. Quatre s1 on prend en compte ’analyse de dépendances fondée sur les régions
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équivalent apres simplification a:

de+M =0

— Systeme normal :
di+M =0
1<i<N
1<i4+de <N

— Systeme complet :
di+M =0
1<i<N
1<i4+de <N
N<M
La variable di est la variable de distance des dépendances définie par ¢'—¢ = ds.
Nous 'utilisons dans certains de nos exemples pour des raisons de simplicité, 2/
est alors remplacé par ¢ + dv dans le systeme de dépendance.
Dans cet exemple, seule ’analyse complete permet 'obtention d’un résultat
exact: 'indépendance. Les expériences effectuées sur ces trois types d’analyse
des dépendances montrent que 1’amélioration apportée par 1'utilisation du test

complet par rapport au test normal est identique a celle apportée par le test

normal par rapport au test simple. Nous détaillons ces résultats dans la section

2.5.

2.4.5 Algorithme du test de dépendance

Lorsque le systeme de dépendance est construit, le test de dépendance est ap-
pliqué. Il teste la faisabilité du systeme et calcule les abstractions de dépendance:
profondeurs de dépendance, cone de dépendance ... qui seront utilisées au cours
de la parallélisation et de l'optimisation des programmes.

Cet algorithme applique successivement les tests de dépendance suivant, du
plus simple au plus complexe: le test des constantes, le test du GCD, le pre-
test de lexico-positivité, le test de consistance, le test de faisabilité, et le test de

lexico-positivité.

1. Test des constantes

Une fonction d’'indice du tableau est “constante” si elle est invariante au
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cours de l'exécution du programme. Cette fonction peut étre une valeur
numérique ou un terme symbolique. Le test des constantes compare chaque
paire d’indices constants du tableau. Si cette paire d’indices est différente,

les deux références sont indépendantes. L’exemple ci-dessous illustre ce cas:

DOI =1, N
DO J =1, N
AL,I,J) = A(L+1,1I,J-1)
ENDDO
ENDDO

Considérons les deux références a T: A(L,I,J) et A(L+1,I,J-1). Let L41
étant des constantes différentes, les deux références ne peuvent étre qu’in-

dépendantes.

. Test du GCD

Le test du GCD s’applique a une équation diophantienne. Il vérifie que
cette équation admet une solution entiere en testant si le plus grand com-
mun diviseur des coefficients de ’équation divise bien le terme constant.

L’exemple suivant illustre I'utilité de ce test.

DOI =1, N
A(2I) = A(2I-1)
ENDDO

En prenant le systeme simple de dépendance des références A(2I) et A(2I-1),
on obtient I’équation :

20 =2 — 1
Comme GCD(2,2) ne divise pas 1, elles sont indépendantes.

. Pre-test de lexico-positivité

Ce test assure que la condition 3 du systeme de dépendance (ref. 2.1.2),
se rapportant a l'ordre d’exécution des instructions, est bien vérifiée. Il est
appliqué sur le systeme initial lorsque les distances de dépendance sont
constantes. Le systeme est déclaré indépendant/infaisable si le vecteur de

distances (dq,...,d,) est constant et lexico-négatif. Le test de dépendance
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prend fin des que ce test est négatif et aucune vérification de consistance

du systeme complet ne sera nécessaire. Donnons un exemple:

DOI =1, N
DO J =1, N
ACI,I) = A(I+1,J)
ENDDO
ENDDO

Considérons le systeme simple de dépendance de A(I,I) et A(I+1,7J).

P—itditl di = -1
{i:j—l—dj — {i-j-dj:()

La premiere équation atteste que le vecteur de distance doit avoir la forme
(-1, %), et qu’il est lexico-négatif. Aucune solution de ce type n’étant prise
en compte, le résultat du test est négatif, ce qui entraine ’arrét du test de

dépendance.

. Test de consistance d’un systeme
Un systeme est non consistant s’il représente un ensemble vide i.e. contient
des contraintes contradictoires sur les variables. Dans PIPS, ce test de

consistance est effectué lors de la normalisation du systeme de dépendance.

La normalisation d’un systeme se divise en 2 étapes:

— normalisation de chaque contrainte, c’est a dire division entiere de
chacun des coefficients par le PGCD des coefficients

Soit la contrainte
n n
E a;z; <c ou E a;xr; = ¢

soit k = pged(ay, az, ..., a,);

Apres normalisation, la contrainte est respectivement :

Zaixi/kgc/k ou Zaixi/k:c/k
=1 =1
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— Elimination de contraintes redondantes

(a) élimination des équations identiques redondantes:

Az —c=0 Ar—c=0
Ar—c=10 ou c— Az =0

(b) élimination des inéquations redondantes dans les systeme du type:

Az <c¢ Ax =b Az <b
Az <e¢ ou Az < ¢ (avec b< ) ou Az <e¢

(c) élimination des contraintes redondantes dans les systeme du type:

0=0 ou 0 <c¢ (avec ¢>0)

Le test de consistance associé a cette normalisation s’arréte des que le

systeme est déclaré infaisable/indépendant i.e. lorsque :

— une équation est détectée infaisable apres application du test du GCD

— des contraintes contradictoires du type:
(a)

{ ii:i avec (b ¢)

Ax <b
{ v= - avec (b < ¢)
sont détectées

Nous illustrons ces cas sur ’exemple suivant :

DOI =1, N
DO0J =1, N
ACI,I) = ACI,N+1) + A(J,J-1)
ENDDO
ENDDO
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— calcul du systeme de dépendance de A(I,I) vers A(I,N+1).

1 =14+ d1
t=N+1
1< <N
1<j<N

Les deux contraintes: ¢ = N 4+ 1 et ¢« < N sont contradictoires (Cas

(b)). Les deux références sont donc indépendantes.

— Calcul de la dépendance de A(I,I) vers A(J,J-1) en utilisant le sys-

teme simple.

i=j+dj i~ —dj=0
{i:j—l—dj—l e {i—j—dj:—l

Le systeme est encore vide car deux égalités sont contradictoires (cas

(a)).

5. Test de faisabilité d’un systéme
Un systeme de contraintes linéaires est non faisable s’il n’admet pas de
solution réelle. Le test de la faisabilité effectue des projections successives
de toutes les variables du systeme jusqu’a ce que le systeme soit déclaré
infaisable ou que toutes les variables aient été éliminées (systeme faisable).
L’élimination des variables par propagation d’équation, contraignant la va-
riable, sera effectuée avant I’élimination des variables par ’algorithme de
Fourier-Motzkin, modifié par des troncatures des bornes, (exponentiel dans
les pires cas). Le systeme initial est non faisable des qu'un systeme (apres

élimination) est non consistant.

Nous détaillons ce test dans ’algorithme 2.1.
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procedure TestFaisabilite(Sys, ListVars)
/* Sys est le systeme a tester; */
[* ListVars est la liste des variables a éliminer dans Sys */

if (TestConsist(Sys) = false)
return(nonfaisable)

else
Fq = Equations_of_Systeme(.Sys)
do until (Fg = empty)
if Coefficient(v) est minimale dans I’équation eq
/* éliminer v dans Sys par I’élimination d’une équation */
Sys = Projection_by_Equation(Sys, eq, v)
ListVars = ListVars - v
if (TestConsist(Sys) = false)
return(nonfaisable)

enddo

for toutes les variables v € ListVars
/* éliminer v dans Sys par I'algorithme de Fourier-Motzkin */
Sys = Projection_by_FourierMotzkin(Sys, v)
ListVars = ListVars - v
if (TestConsist(Sys) = false)
return(nonfaisable)
endfor

endif
return(faisable)
end TestFaisabilite

Fia. 2.4 - Algorithme 2.1. Test de la Faisabilité d’un Systéme linéaire
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Exemple:

DOI =1, N
DO J =1, N
ACT,I+1) = A(27,2(I+])) + A(1-J, I+1)
ENDDO
ENDDO

Calculons respectivement les dépendances de A(T,I+1) vers A(2J,2(I+J))
et A(T,I+1) vers A(1-J, I+1).

— Le systeme simple de dépendance de A(T,I+1) vers A(2J,2(I+J)),
Sys(i,g,di,dj) est:

i =2(j +dj) . i—2j—2dj =0
i+ 1=20t+j+di+ dj) 1427 +2di +2dj =1

Apres élimination de variable i, le systeme projeté Sys(j,di, dj) est
45 4+ 2di +4dj =1

Il est non faisable car PGC D(4,2,4) = 2 ne divise pas 1.

— Considérons le systeme normal de dépendance de A(T,I+1) vers A(1-7J,

1+1), Sys(i.j.di,dj):

1=1-(+d) i+j+di=1
i+l=i+di+1 di =0
1<:<n 1<:<n
1<i+di<n e 1 <i+di<n
1<j<n 1<j<n
1<j+d<n 1<)j+dj<n

Apres élimination de j, di par propagation des deux équations du
systeme, et élimination de n, dj par ’algorithme de Fourier-Motzkin,

le systeme projeté Sys(z) est le suivant:

— < —1
1 <0

Apres élimination de 7, on obtient une contrainte non consistante :

0 < —1. Ce systeme est donc non faisable.
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Nous en déduisons donc qu’il n’existe aucune dépendance entre les réfé-

rences au tableau A.

. Test de lexico-positivité

Ce test est plus complet que le Pre-test de lexico-positivité et est appliqué
apres le test de faisabilité du systéme. 1l s’assure que la condition de lexico-
positivité du vecteur des distances de dépendance est bien vérifiée, dans le
cas général. Soit D le systeme caractérisant les distances de dépendance.
Les bornes des valeurs prises par chacune des variables de distance de dé-
pendance sont évaluées par projection de D sur la variable. Si le vecteur
de distance est de la forme (0, ..., d;, ..., d,) et que la borne supérieure de d;
est inférieure a 0, le test stoppe car le systeme est lexico-négatif et exprime

qu’il y a indépendance.

Voici un exemple:

DOI =1, N
DO J =1, N
A(I+7,J) = A(I+J+1,1) + 1
ENDDO
ENDDO

Recherchons 'existence d’une dépendance possible de A(I+J,J) vers A(T+J+1,1).
Le systeme de dépendance Sys(i, 7, di, dj) est le suivant:

itj=i+jtditdi+1 di+dj = —1
J=1 J=1
1<:<n 1<:<n
1<itdi<n — 1<itdi<n
1<j<n 1<jyj<n
1<j+dj<n 1<j+dj <n

Le test de faisabilité permet de vérifier que le systeme Sys(z, j,de, dj) est
bien faisable. Nous nous intéressons maintenant au sous-espace des variables

de distance de dépendance Sys(di,dj) défini par:

di+dj = —1
—dj <0
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Si on élimine dj, on obtient une borne supérieure de dz,

di < —1

qui est inférieure a 0. Nous en déduisons qu’il n’existe pas de dépendance

entre A(I+J,J) vers A(T+J+1,1).

L’algorithme d’analyse des dépendances (Algorithme 2.2) applique successi-

vement ces 6 tests dans 'ordre de complexité croissante.

L’algorithme s’arréte des que I'un de ces tests aboutit a un systeme traduisant
I'indépendance. Si aucun de ces tests ne permet d’assurer que le systeme est
indépendant, on considére qu'une dépendance existe. Les abstractions de cette
dépendance sont alors calculées.

Dans cet algorithme, le test de la faisabilité est divisé en deux étapes, on
projette tout d’abord les variables autres que les variables de distance, puis on
élimine ces variables de distance du systeme apres avoir conservé le systeme SysD
contraignant les variables de distance. Ce découpage permet de ne pas recalculer

deux fois le systeme SysD.
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procedure AnalyseDep(Sys)

/* Sys est le systeme de dépendance a analyser; */
/* D est 'ensemble des variables des distances de dépendance dans Sys; */
/* I est 'ensemble des variables du systeme Sys n’appartenant pas a D. */
/* La procédure retourne une (ou plusieurs) abstraction des dépendances */
/* si une dépendance existe. */

/* Effectuer le test de constante pour chaque équation du systeme Sys */
if (TestConstante(Sys) = false)
return(null)
elseif (TestGCD (Sys) = false)
return(null)
elseif (PreTestLexicoPosit(Sys) = false)
return(null)
elseif (TestConsist(Sys) = false)
return(null)
/* Effectuer la projection de Sys(I, D) sur D. Le Sys(I,D) devient Sys(D). */
elseif (TestFaisabilite(Sys, [)) = false)
return(null)
else SysD = Sys
if (TestFaisabilite(Sys, D)) = false)

return(null)
elseif (TestLexicoPosit(SysD) = false)
return(null)
/* Le calcul des profondeurs et du cone de dépendance. */

else AD = CalculApproxDep(SysD)
return (AD)

Fia. 2.5 - Algorithme 2.2. Analyse de Dépendance (version 1)
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2.4.6 Améliorations
Améliorations de I’algorithme 2.2

Dans le cadre de cette these, nous avons apporté de nombreuses améliorations
et modifications a ’algorithme d’analyse des dépendances, précédemment utilisé

dans PIPS. Ces améliorations consistent essentiellement en :

— un découpage de l'algorithme en plusieurs tests et étapes permettant de

supprimer les redondances,

— un réordonnancement des tests: le test du GCD a été extrait du test de
Consistance pour étre appliqué lors de la construction du systeme; le Pre-
Test de Lexico-Positivité a été extrait du Test de Lexico-Positivité pour étre

appliqué avant le test de Consistance.

— une amélioration du test de Faisabilité pour que I’élimination des variables
par propagation des équations soit effectuée avant celle utilisant 1’algo-

rithme de Fourier-Motzkin;
— I'implémentation du calcul du cone de dépendance (voir le chapitre 3).

D’autre part, des corrections significatives ont été effectuées afin de tenir
compte des trois cas suivants: (1) présence de variables scalaires, dans la fonction
d’acces aux éléments du tableau, qui ne sont pas des indices de boucle mais qui
sont néanmoins modifiées dans le corps de boucles (2) présence d’un pas de boucle
non numérique, (3) présence d’instructions non structurées et de tests IF dans le

corps de boucles.

Nouvelle version de ’analyse de dépendance

Le test de dépendance de I'algorithme 2.2 effectue deux tests de dépendance
pour chacune des paires de références (51, R1) et (52, R2). Il teste I’existence des
deux dépendances possibles depl : (51, Rl) — (52, R2) et dep2 : (52, R2) —
(S1, R1).
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Sachant que:

— les résultats des tests: de Constantes, du GCD, de Consistance et de Fai-
sabilité sont identiques pour les systemes Sysl(depl) et Sys2(dep2),

— et que les systemes résultants de la projection de Sysl(D) et Sys2(D) sur
D sont complémentaires: Sysl(D) = Sys2(—D);

La premiere amélioration de la phase d’analyse des dépendances consiste a di-
minuer le nombre de dépendances testées en interprétant les résultats obtenus
au cours du premier test pour le second. Nous avons donc modifié la procédure
de calcul du graphe de dépendance afin de n’appliquer qu’une seule fois 1’algo-
rithme de test pour les deux références. Cette nouvelle version est présentée dans
I’algorithme 2.3.

Dans cette nouvelle version, les tests PreTestLexicoPosit(Sys) et TestLexico-
Posit(SysD) de Ialgorithme 2.2 ont été remplacés respectivement par
PreTestAllEquals(Sys-R1R2) et TestAllEquals(Sys-R1R2). Ces deux derniers ne
tiennent pas compte des dépendances loop-independent sur une méme instruction

(i.e. ST = 952).

2.5 Expériences

La performance d’un test de dépendance dépend essentiellement de deux cri-
teres: sa précision et son efficacité. La précision du test est dépendante des in-
formations (resultats des phases d’analyse sémantique et interprocédurale) que
I’on introduit dans le systeme de dépendance et de la précision de I'algorithme
de résolution du systeme utilisé.

Le test de dépendance de PIPS possede trois options correspondant aux
trois systemes de dépendances, proposés en section 2.4.4, qui ont des précisions
différentes. [’algorithme de résolution du systeme de dépendance Algorithme 2.2
ou Algorithme 2.3 n’est pas un test exact et sa complexité est, théoriquement,

exponentielle. Cependant, dans des cas particuliers, cet algorithme est exact (voir
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procedure AnalyseDep(Sys-R1R?2)

/* (R1,R2) est une paire des références a analyser; */
/* Sys-R1R2 est le systeme de dépendance de R1 a R2; */
/* D est ’ensemble des variables des distances dans Sys-R1R2; */
/* I est 'ensemble des variables différentes que D dans Sys-R1R2. */

if (TestConstante (Sys-R1R2) = false)
return(null, null)
elseif (TestGCD (Sys-R1R2) = false)
return(null, null)
elseif (PreTestAllEquals (Sys-R1R2) = false)
return(null, null)
elseif (TestConsist (Sys-RI1R2) = false)
return(null, null)
/* Effectuer les projections de Sys-RIR2(I,D) sur D. */
elseif (TestFaisabilite (Sys-RI1R2, I) = false)
return(null, null)
else SysD-RIR2(D) = Sys-R1R2(D), SysD-R2R1(D) = Sys-R1R2(-D)
if (TestFaisabilite (Sys-R1R2, D) = false)
return(null, null)
elseif (TestAllEquals (Sys-R1R2) = false)
return(null, null)
else {
/* Calcul des profondeurs et du cone de dépendance pour la dépendance de R1 a R2. */
if (LexicoPositif (SysD-R1R2)) AD-R1R2 = CalculApproxDep(SysD-R1R2)
else AD-RIR2 = null
/* Calcul des profondeurs et du cone de dépendance pour la dépendance de R2 a R1. */
if (LexicoPositif (SysD-R2R1)) AD-R2R1 = CalculApproxDep(SysD-R2R1)
else AD-R2R1 = null

}
return (AD-R1R2, AD-R2R1)

Fia. 2.6 - Algorithme 2.3. Analyse de Dépendance (version 2)

90



la section 2.3) et sa complexité moyenne est polynomiale si la taille des systemes
est petite.

Dans le but d’évaluer la performance de notre test de dépendance, nous avons
effectué une série de mesures sur des programmes réels. La premiere évaluation
expérimentale a été faite en Février 1992 avec le premier algorithme de test 2.2
[Yang92]. Cette évaluation a été effectuée sur le benchmark du PerfectClub qui
contient 13 programmes scientifiques collectés par 1’Université de 1'lllinois en
1987. Cet expérience préliminaire a permis de soulever les problemes qu’il était
intéressant de résoudre pour 'obtention de bons résultats. Les trois problemes
principaux étaient les suivants: (1) le dernier test qui était effectué, le test de
lexico-positivité avait un taux de succes de 35%; (2) les expériences ne pouvaient
s’effectuer que sur les boucles structurées et ne contenant pas de tests IF; (3) le
test de dépendance était appliqué deux fois pour chaque paire de références.

La deuxieme évaluation a été faite en Mars 1993 sur le méme benchmark avec
la nouvelle version du test de dépendance, I'algorithme 2.3, ou les trois problemes
précédents ont été résolus. Les expériences que nous avons effectuées consistaient
a comparer: 1) la précision des trois systemes de dépendance; 2) Defficacité des
6 tests utilisés par l'algorithme; 3) I'exactitude de I'algorithme; 4) la complexité
moyenne de 'algorithme et 5) le gain obtenu par ’algorithme 2.3 par rapport a

I’algorithme 2.2.

2.5.1 Comparaison des systemes de dépendance

L’un des points forts de PIPS est son analyse sémantique intra- et inter-
procédurale. Comme il y a plusieurs analyses, il y a plusieurs sous-versions du
test “sémantique”. Des options permettent de prendre en compte les différents
résultats qu’elles apportent.

La premiere étape de I’évaluation consistait a évaluer le nombre d’indépen-
dances trouvées en utilisant les trois options du test de dépendance de PIPS.

Les résultats de cette expérience sont présentés par le tableau 2.1. Nous dé-
finissons 1’amélioration apportée par le test2 par rapport au test! de la maniere

suivante.
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amelioration =

#Hindependance,.g — #Findependance;og

#Hindependance;ogn

Nous avons constaté que I’amélioration apportée par 'utilisation du test com-

plet® par rapport au test normal est de 2.98% et que celle apportée par le test

normal par rapport au test simple est de 3.49% . L’importance de ['utilisation de

I’analyse sémantique (intraprocédurale) est donc tres importante.

Remarquons qu’il est plus intéressant d’évaluer le nombre d’indépendances

que le nombre de dépendances car lorsqu’un systeme est déclaré indépendant, on

est sur que les références sont indépendantes. Il est donc important de détecter

au plus tot ce type de systeme. Dans le cas des systemes dépendants le test devra

etre effectué totalement.

Programme | #tests || test simple test normal test complet
#indep. #indep. ‘ diff. ‘ amélio. | #indep. ‘ diff. ‘ amélio.
APS(adm) | 1318 592 606 4 | 2.36% 709 103 | 17%
CS(spice) 5672 644 692 48 | 7.45% 693 1 0.15%
LG(qcd) 7733 6462 6565 103 | 1.59% 6613 48 1 0.73%
LW(mdg) 932 73 200 127 | 173.97% || 200 0 0%
MT(track) | 244 100 102 2 2% 109 7 6.86%
NA(bdna) 2058 338 339 1 0.30% 429 90 | 26.55%
OC(ocean) | 805 75 93 18 | 24% 98 5 5.38%
SD(dyfesm) | 1064 671 693 22 | 3.28% 726 33 | 4.76%
SM(mg3d) | 968 128 128 0 0% 135 7 5.47%
SR(arc2d) 2881 2253 2256 3 0.13% 2310 54 | 2.39%
TF(flo52) 1675 1133 1201 68 | 6% 1205 4 0.33%
TI(trfd) 103 1 1 0 0% 1 0 0%
WS(specTT) | 1927 294 333 39 | 13.27% || 375 421 12.61%
Total 27380 || 12764 13209 445 | 3.49% 13603 394 | 2.98%

TAB. 2.1 - Comparaison de trois systemes sur le nombre d’indépendances détec-

tées

6. utilisant une analyse sémantique intraprocédurale
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2.5.2 Performances des tests de dépendance

L’algorithme 2.3 est composé de 6 tests. L’ordre d’appel des ces tests est
détaillé en section 2.4.6. Lors de la premiere évaluation de 1’algorithme 2.2, les
expériences avaient montré [Yang92] que le dernier test de lexico-positivité avait
un fort taux de succes. C’était ce test qui conduisait dans de nombreux cas a la
conclusion qu’il n’y avait pas de dépendance possible. Le test PreTestLexicoPosit
(ou PreTestAllEquals) a donc été ajouté de maniere a détecter cette indépendance
plus tot, et principalement dans les cas ou le vecteur de distance est constant et
lexico-négatif.

Les nouvelles mesures effectuées sur le nombre d’indépendances détectées par
chaque test pour Ialgorithme 2.3 (avec utilisation du test complet) sont détaillées
dans le tableau 2.2. Les taux de succes pour chacun des tests sont détaillés dans
le tableau 2.3. Nous constatons que ’appliquation de ce test pre-lexico-positif
permet d’augmenter le nombre d’indépendances détectées avant I’application des
tests plus complexes de 16%.

Nous observons aussi que, dans la majorité des cas (93.55%), les trois premiers

tests simples, de complexité théorique polynémiale, permettent de conclure a

l'indépendance.
Programme | #Tests | #indep. || const. | GCD | prelexi-pos. | consist. | faisab. | lexi-pos.
AP(adm) 1318 709 166 106 320 6 53 58
CS(spice) 5672 693 570 0 74 6 42 1
LG(qcd) 7733 6613 6441 0 21 24 79 48
LW(mdg) 932 200 27 0 16 71 56 30
MT(track) 244 109 31 0 69 0 3 6
NA(bdna) 2058 429 15 0 323 0 37 54
OC(ocean) | 805 98 0 6 65 13 8 6
SD(dyfesm) | 1064 726 533 0 138 0 43 12
SM(mg3d) 968 135 18 63 43 7 0 4
SR(arc2d) 2881 2310 1751 0 502 1 30 26
TF(flob2) 1675 1205 802 9 322 51 21 0
TI(trfd) 103 1 0 0 1 0 0 0
WS(spec77) | 1927 375 18 0 274 20 30 33
Total 27380 13603 10372 | 184 2168 199 402 278
Taux 100% 76.2% | 1.35% | 16% 1.5% 3.0% 2.0%

TAB. 2.2 - Nombre d’indépendances détectées a chaque test

93



Programme | #Tests | #indep. || const. | GCD | prelexi-pos. | consist. | faisab. | lexi-pos.
AP(adm) 1318 709 23.4% | 14.9% | 45.1% 0.9% 7.5% | 8.2%
CS(spice) 5672 693 82.2% | 0% 10.7% 0.9% 6.1% | 0.1%
LG(qcd) 7733 6613 97.4% | 0% 0.3% 0.4% 1.2% | 0.7%
LW(mdg) 932 200 13.5% | 0% 8% 35.5% | 28% 15%
MT(track) | 244 109 28.4% | 0% 63.3% 0% 2.8% | 5.5%
NA(bdna) 2058 429 3.5% | 0% 75.3% 0% 8.6% | 12.6%
OC(ocean) | 805 98 0% 6.1% | 66.3% 13.3% | 8.2% |6.1%
SD(dyfesm) | 1064 726 73.4% | 0% 19.0% 0% 59% | 1.7%
SM(mg3d) | 968 135 13.3% | 46.7% | 31.8% 5.2% 0% 3.0%
SR(arc2d) 2881 2310 75.8% | 0% 21.7% 0.1% 1.3% | 1.1%
TF(flo52) 1675 1205 66.6% | 0.8% | 26.7% 4.2% L7% | 0%
TI(trfd) 103 1 0% 0% 100% 0% 0% 0%
WS(specTT) | 1927 375 4.8% | 0% 73.1% 5.3% 8% 8.8%
Total 27380 | 13603 76.2% | 1.35% | 16% 1.5% 3.0% | 2.0%

TAB. 2.3 - Taux de succes de chaque test

2.5.3 Exactitude de P’algorithme

L’algorithme du test de dépendance de PIPS effectue une serie de tests ap-

proximatifs (pas toujours exacts en entiers). Quand le systeme de dépendance

est faisable, on ne peut pas garantir ’existence d’une solution entiere au sys-

teme. Ces tests sont néanmoins conservatifs car dans le doute les références sont

déclarées dépendantes. La perte de précision vient de 1’algorithme de projection

des variables qui n’est pas exact en entiers. L’algorithme élimine les variables en

plusieurs étapes 1) par suppression des équations 2) par I'algorithme de Fourier-

Motzkin. Cependant, cette projection reste dans certains cas exacte, lorsque:

— L’élimination de variable & dans 1’équation

ak = A

est exacte si et seulement si la valeur absolue de a vaut 1.

— L[’élimination de Fourier-Motzkin est exact si une des trois conditions suffi-

santes proposées par C. Ancourt [Anco91] est vérifiée (voir la section 2.3).

Pour évaluer la précision de notre test de dépendance, nous avons mesuré le

nombre de dépendances qui n’etaient pas exactes par rapport au nombre de tests
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total. Le résultat de cette étude est illustrée par le tableau 2.4. L’exactitude de
notre algorithme atteint 97.95% sur les expériences que nous avons faites.

D’apres nos expériences, nous observons que la majorité des dépendances,
qui ne sont pas nécessairement de vraies dépendances, sont provoquées par 1’éli-
mination (non exacte) d’une équation. Pour le programme MT (track), elles sont
provoquées par ’élimination des variables au sein des inéquations par I'algorithme
de Fourier-Motzkin. I’exactitude de notre algorithme peut donc étre encore amé-
liorée si on utilise un algorithme d’élimination des équations exact comme celui
du GCD généralisé.

Il faut aussi remarquer que les conditions que nous avons utilisé pour tester
I’exactitude de I’élimination d’une variable par Fourier-Motzkin sont des condi-
tions suffisantes mais pas nécessaires. L’exactitude de ’algorithme de PIPS que

nous avons obtenue est donc approrimative mais néanmoins suffisante.

Programme | tests tests exacts tests-inexact
independ. ‘ depend.-exact || depend.-inexact
AP(adm) 1318 709 605 4
CS(spice) 5672 693 4979 0
LG(qcd) 7733 6613 1120 0
LW(mdg) 932 200 732 0
MT(track) | 244 109 129 6
NA(bdna) 2058 429 1464 165
OC(ocean) | 805 98 706 1
SD(dyfesm) | 1064 || 726 338 0
SM(mg3d) | 968 135 604 229
SR(arc2d) 2881 2310 571 0
TF(flo52) 1675 1205 470 0
TI(trfd) 103 1 102 0
WS(specTT) | 1927 375 1396 156
13610 13227
Total 27380 26819 561
Taux 97.95% 2.05%

TAB. 2.4 - Fractitude de Ualgorithme
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2.5.4 Complexité moyenne de ’algorithme

Théoriquement, 1’algorithme du test de dépendance de PIPS a une com-
plexité exponentielle, diie a ’emploi de 1’algorithme d’élimination d’une variable
de Fourier-Motzkin”. Cependant, dans la pratique, cet algorithme est souvent
polynémial puisque des résultats expérimentaux montrent que la plupart des ré-
férences aux tableaux dans les programmes scientifiques Fortran sont simples
[SLY89]. Afin d’évaluer la complexité moyenne de 'algorithme du test de dépen-
dance, nous commencons par calculer la complexité moyenne pratique de 1’algo-

rithme de Fourier-Motzkin. Nous détaillons cette évaluation dans cette section.

Complexité moyenne de I’algorithme de Fourier-Motzkin

Pour un systeme de n inéquations linéaires a m variables,

Syslneg: Y ajz; > b, i=(1,...,n)

i=1

sous les hypotheses que le systeme d’inéquations est plein (i.e. chaque inéqua-
tion contraint toutes les variables) et est composé d’autant d’inéquations positives
que négatives pour chacune des variables, alors la complexité de Fourier-Motzkin

est donnée par la formule suivante [Duff74].
Cev = O (4 (n/4)")

Pour un systeme peu dense dont le nombre d’inégalités contraignant chaque

variable est inférieur a 4, la complexité réelle calculée est :
Crng = Cp, +Cy, + ...+ 0y,
Puisque C,, < O(1) (1 i < m),
Cram < O(m)

ce résultat reste polynomial.

7. qui est exponentiel dans le pire des cas
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Pour évaluer la complexité pratique de 1’algorithme de Fourier-Motzkin pour
le test de dépendance, nous évaluons la taille du systeme avant toute élimination
par ’algorithme de Fourier-Motzkin et calculons le pourcentage de cas ou la
taille du systeme augmente apres élimination. La table 2.5 illustre ces mesures. La
premiere colonne relate le nombre d’éliminations de variable utilisant ’algorithme
de Fourier-Motzkin; la deuxieme colonne contient le nombre de cas ou la taille du
systeme augmente; n est le produit du nombre d’inégalités positives et négatives
contraignant la variable éliminée.

Dans 99.73% des cas, n est inférieur a 4 et le pourcentage de projections
faisant augmenter la taille du systeme reste inférieur a 0.3688%. La complexité
réelle de 1’algorithme de Fourier-Motzkin, dans le cadre d’un test de dépendance,

reste donc en moyenne polynomiale et tout a fait acceptable.

Programme | #Elimi | #Sys.Aug. || n=0 n=1 n=>2 n=3 n=4 n>5
AP(adm) 4420 18 4064 115 39 3 185 14
CS(spice) 17886 2 9129 4331 14 0 4412 0
LG(qcd) 10971 7 7993 2257 2 0 719 0
LW(mdg) 6968 170 6142 111 0 0 576 139
MT(track) 612 5 485 31 2 0 82 12
NA(bdna) 10695 27 9478 713 48 4 447 5
OC(ocean) 5933 2 4957 538 4 0 434 0
SD(dyfesm) | 1953 35 1665 110 0 0 174 4
SM(mg3d) 11610 0 11325 12 14 0 259 0
SR(arc2d) 3717 0 3179 262 0 0 276 0
TF(flob2) 1950 0 1673 75 0 0 202 0
TI(trfd) 1834 45 1589 38 40 0 103 64
WS(spec?7) | 9308 13 5235 2189 8 0 1876 0
#Elimi 87857 324 66914 10782 171 7 9745 238
Pourcentage | 100% 0.3688% 76.16% | 12.27% | 0.20% | 0.01% | 11.09% | 0.27%

#Elimi: Nombre d’éliminations de Fourier-Motzkin effectuées
#5ys.Aug: Nombre de systemes dont la taille augmente apres une projection
n: Produit des nombres d’inégalités positives et négatives

TAB. 2.5 - FEvaluation des tailles du systéme pendant [’élimination par Fourier-

Motzkin
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Complexité moyenne de I’algorithme

Tenant compte de la complexité moyenne de 1’algorithme de Fourier-Motzkin
calculée précédemment, nous calculons maintenant la complexité moyenne de
I’algorithme 2.3.

Supposons que le systeme de dépendance est composé de: n contraintes dont

neq €quations et m variables dont my variables de distance.

— les tests TestConstante et TestGCD sont effectués au moment de la construc-

tion de systeme. Au pire leur complexité est

~

CTestConstante,TestGCD ~ O(neq : m)7

— PreTestAllEquals(Sys-R1R2) teste si la valeur prise par chacune des va-
riables de distance est constante, en examinant les équations du systeme.

Sa complexité est au plus Cprerestatifquats = O(mg - Ney);

— TestConsist(Sys-R1R2) compare chaque contrainte du systeme avec toutes

les autres. On a donc Cregiconsisc = O(n?);

— les tests TestFaisabilite(Sys-R1R2, 1) et TestFaisabilite(SysD-R1R2,D) éli-
minent au total n variables en utilisant I'algorithme de Fourier-Motzkin.

D’apres le résultat précédent, la complexité moyenne de ce test est

C'TestFaisabilite = O(m);

— TestAllEquals(SysD-R1R2) évalue les bornes minimale et maximale pour

chaque variable de distance et utilise aussi Fourier-Motzkin, d’ou:

~ 2
CTestAllEquals ~ O(md)'

La complexité de I’algorithme 2.3 est, dans le pire des cas:

CalgorithmeQ.S ~ O(n2 —I_ m?l —I_ (m —I_ md) : neq —I_ m)

qui est polynomiale.
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2.5.5 Comparaison des deux versions du test de dépen-

dance

Le fait que I’algorithme 2.2 analyse toute les dépendances référence a rétérence

(ex. Rl — R2) tandis que 'algorithme 2.3 analyse les dépendances globalement

par paire de références (ex. Rl — R2 et R2 — RI1) constitue la principale dif-

férence entre ces deux algorithmes. Le calcul du graphe de dépendances par 1’al-

gorithme 2.3 diminue considérablement le nombre de dépendances testées. Pour

évaluer cette amélioration, nous avons mésuré le nombre de tests appliqués par

ces deux algorithmes pour notre benchmark. D’apres le tableau 2.6, 'utilisation

de I'algorithme 2.3 diminue le nombre de tests appliqués de 46.06% (i.e. il est

presque divisé par 2).

Programme || #Tests avec 'algorithme 2.2 | #Tests avec I'algorithme 2.3
APS(adm) || 2179 1318
CS(spice) 11056 5672
LG(qcd) 15232 7733
LW(mdg) 1768 932
MT(track) || 380 244
NA(bdna) 3588 2058
OC(ocean) | 1466 805
SD(dyfesm) || 1805 1064
SM(mg3d) 1364 968
SR(arc2d) 5332 2881
TF(flo52) 3096 1675
TI(trfd) 174 103
WS(specTT) || 3328 1927
Total 50768 27380
Réduction 0% 46.06%
TAB. 2.6 - Comparaison des deux tests de dépendances sur le nombre total de

tests effectucs
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2.6 Comparaison de PIPS avec d’autres proto-
types

La performance d'un paralléliseur dépend essentiellement des deux phases
suivantes : la détection du parallélisme et I’exploitation du parallélisme.

Pour comparer les performances de différents paralléliseurs, on compare sou-
vent le taux de parallélisme obtenu par chacun des paralléliseurs. Le taux de
parallélisme d’un programme paralléle peut étre évalué dynamiquement par le
calcul du speedup (i.e. Ty/T,®) obtenu sur une machine parallele avec p pro-
cesseurs, ou statiquement par 1’évaluation du nombre de boucles paralleles du
programme parallélisé. De nombreuses études portant sur ce type de comparai-
sons sont présentées dans [EiBI191], [ChPa91] et [LCDY91]. Cependant, comme la
performance du paralléliseur dépend a la fois de la précision du test de dépen-
dance et de 'efficacité de la phase de parallélisation, ce type de comparaisons ne
peut pas étre exploité pour comprendre exactement la raison de 'obtention des
différents résultats. Nous comparons donc ici uniquement les résultats obtenus
par différents tests de dépendance.

La comparaison des résultats obtenus par différents tests de dépendance sur
un méme benchmark permettent de corriger et améliorer ces tests en réduisant
leurs points faibles. Dans ce but, nous avons comparé nos résultats, sur le nombre
d’indépendances détectées, avec les mesures obtenues par d’autres prototypes
universitaires comme PFC [GKT91], SUIF [MHL91] et PARAFRASE [PePa91]

sur un méme benchmark, celui du Perfect Club.

2.6.1 Premiere comparaison

Les résultats de notre premiere comparaison, effectuée en 1992, sont illustrés
par le tableau 2.7.

Nous avons constaté que ces mesures n’étaient pas directement comparables,
ne serait-ce que parce que les nombres de paires de références aux tableaux testées

sont différents. Cela s’explique principalement pour les raisons suivantes: (1) les

8.7 est le temps d’exécution sur un seul processeur, 7, est le temps d’exécution sur p
processeurs
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Perfect #paires de références testées #indépendances trouvées

Program || PFC | SUIF | PIPS | CSRD || PFC | SUIF | PIPS | CSRD
adm 1328 | 1360 | 1444 | 18178 || 379 369 957 | 6615
arc2d 4969 | 2878 | 3678 | 23887 | 4132 | 1784 | 3195 | 21062
bdna 2056 | 2031 | 2460 | 10380 50 76 557 | 4982
dyfesm 1148 | 1066 631 5962 || 636 566 | 459 | 4038
floh2 1934 | 1644 | 2125 7274 || 1059 853 | 1844 | 6735
mdg 933 | 1045 222 7208 | 415 154 71 1712
mg3d 974 | 3833 - | 30936 75 215 - | 15023
ocean 468 | 3194 619 4150 11 73 144 1519
qed 7948 | 7639 | 2356 | 142223 || 6731 | 6528 | 1424 | 77525
spcTT 1718 | 1881 | 1694 | 11891 || 550 307 | 447 | 6253
spice 521 | 6155 474 | 30688 || 120 | 1166 84 | 3061
track 357 238 117 2743 || 100 34 91 1711
trid 103 103 125 7278 0 0 1 3331

TAB. 2.7 - Comparaison des mesures du test de dépendance de | prototypes (Juin
1992)

systemes de dépendances sont différents, (2) la définition de 1’indépendance n’est
pas la méme pour chacun des prototypes. Nous détaillons maintenant le point
commun et les différences entre les différents prototypes étudiés.
Point commun

Les tests de dépendances s’effectuent sur des paires de références a des ta-

bleaux référencées au sein d’au moins une boucle commune.

Différences

PFC

— un seul test pour toute paire de références a un tableau (R1, R2) est utilisé

pour détecter I'existence de dépendances possibles pour R10R2 et R20R1,

— les dépendances loop independent® entre deux références d’une méme ins-

truction ne sont pas comptées dans les dépendances.

9. internes a une boucle
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SUIF

— un seul test pour toute paire de références a un tableau (R1, R2) est utilisé

pour détecter I'existence de dépendances possibles pour R10R2 et R20R1,

— les références de type complexes sont divisées en parties réelle et imaginaire.

Pour chaque référence complexe, deux tests sont appliqués.

— les dépendances loop independent entre deux références d’une méme ins-

truction sont comptées parmi les dépendances,

— un préprocesseur applique des transformations de programme telles que : dé-
tection des réductions, élimination de codes morts, élimination de variables

inductives, etc.

PIPS

— seules les dépendances contenues dans les boucles, qui ne contiennent pas

de structure de controle comme des [Fs et GOTOs, sont testées,

— deux tests sont effectués pour toute paire de références (R1, R2) a un ta-

bleau lors de la détection de 'existence de dépendances possibles pour

RI6R2 et R28R1,

— les dépendances loop independent entre deux références d’une méme ins-

truction ne sont pas comptées dans les dépendances,
CSRD

— le nombre de tests effectués correspond au nombre de tests intervenant pour

chaque paire de références aux tableaux pour chaque ddv.

Chaque prototype ayant son propre environnement de test de dépendance, la
comparaison de ces tests reste difficile. Toutefois, nous avons modifié et amélioré

le test de de dépendance de Pips afin d’effectuer de meilleures comparaisons.
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2.6.2 Deuxieme comparaison

Nous avons modifié ’algorithme du test de dépendance de Pips pour qu’il teste
les dépendances pour tout type de boucles, y compris celles contenant des IFs et
GOTOs. Nous avons amélioré 'algorithme de maniere a ce qu’un seul test soit
effectué pour toute paire de références (R1, R2) a un tableau lors de la détection
des dépendances possibles R16R2 et R20R1. Pour étre plus proche des résultats
obtenus par les autres prototypes, une variable supplémentaire LID a été ajoutée
pour compter les dépendances loop-independent au sein d’une méme instruction.
Le tableau 2.8, illustre les nouvelles mesures. Dans la seconde partie du tableau,
les chiffres indiqués pour Pips donnent a la fois le nombre d’indépendances total
et celui apres suppression des LID dépendances loop-independent.

Les mesures du test de dépendance du CSRD ne sont pas présentées car elles

sont incomparables avec celles des autres prototypes.

Perfect #paires de références testées | #indépendances trouvées

Program || PFC | SUIF PIPS PFC | PIPS || SUIF | PIPS
adm 1328 | 1360 1318 379 709 369 331
arc2d 4969 | 2878 2881 4132 | 2310 || 1784 | 1782
bdna 2056 | 2031 2058 50 | 429 76 52
dyfesm 1148 | 1066 1064 636 726 566 576
floh2 1934 | 1644 1675 1059 | 1205 853 883
mdg 933 | 1045 932 415 200 154 154
mg3d 974 | 3833 968 75 135 215 88
ocean 468 | 3194 805 11 98 73 27
qed 7948 | 7639 7733 6731 | 6613 || 6528 | 6544
spcTT 1718 | 1881 1927 550 375 307 68
spice 521 | 6155 5672 120 693 || 1166 618
track 357 238 244 100 109 34 34
trid 103 103 103 0 1 0 0

TAB. 2.8 - Comparaison des mesures du test de dépendance de 3 prototypes (Juin
1993)

Les nouvelles mesures, illustrées dans le tableau 2.8, permettent une meilleure
comparaison des résultats obtenus par PIPS. Excepté pour le programme ocean,

le nombre de paires de références testées par PIPS est compatible avec celui des
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autres prototypes.

Pour poursuivre les comparaisons, il faudrait utiliser une méme structure de
données pour le graphe de dépendances (ex. PSERVE de Rice) ou exécuter tous
les systemes sur le méme code transformé. Cette direction n’a pas étre poursuivie

faute de coopération de la part de nos partenaires.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, le test de dépendance, une des phases
essentielles de la parallélisation. Le test de dépendance est composé de deux
taches principales: la construction du systeme de dépendance, linéaire en général,
et la résolution en nombres entiers de ce systeme. De nombreurs chercheurs ont
consacré leur recherche a cette deuxieme tache.

Nous avons présenté, dans la premiere partie de ce chapitre, différentes mé-
thodes d’approximation de résolution des systemes linéaires de dépendance et
certaines conditions pour lesquelles ces tests approximatifs conduisent toutefois
a un résultat exact. Nous avons détaillé, dans la deuxieme partie, I’algorithme du
test de dépendance d’un paralléliseur PIPS ainsi que les améliorations que nous
y avons apporté dans le cadre de cette these.

Le test de dépendance de PIPS contient trois types de systemes de dépen-
dance et utilise un algorithme approximatif (résolution rationnelle) avec une com-
plexité théorique exponentielle.

Nous avons présenté, a la fin de ce chapitre, les résultats de I’évaluation ex-

périmentale des performances de notre algorithme selon les criteres:

1. précision des trois systemes de dépendance;
2. efficacité des 6 tests utilisés par 1’algorithme:;
3. exactitude;

4. complexité moyenne.
D’apres nos expériences, nous avons constaté que:

1. Panalyse sémantique a un impact important sur le test de dépendance;
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2. dans 93.55% des cas, les tests simples (de complexité polynéomiale) suffisent

pour détecter que le systeme traduit une indépendance;

3. un algorithme approximatif peut étre suffisamment précis dans la pratique
(notre algorithme permet I'obtention d’un résultat exact dans 97.95% des

cas);

4. la taille des systemes a résoudre, lors de I’élimination par Fourier-Motzkin,

a dans 99.73% des cas un nombre de contraintes inférieur a 4;

5. la complexité moyenne de ’algorithme de Fourier-Motzkin est, dans la pra-

tique, polynomiale;

6. la complexité moyenne du test de dépendance de PIPS est, dans la pra-

tique, polynomiale.

Enfin, nous avons observé que de nombreuses solutions ont déja été proposées
pour résoudre un systeme linéaire dans le cadre d’un test de dépendance et que
ces solutions apportent, dans la majorité des cas, de bons résultats. La perte de
précision de certains tests vient principalement du manque d’information contenu
dans les systemes de dépendances. Ce manque d’information est di parfois au
fait que les hypotheses de linéarité ne sont pas respectées. Pour améliorer la préci-
sion du test dépendance, il faudrait utiliser des techniques non-linéaires [LiTh88]
[Duma92] et proposer des extensions interactives faisant appel a 'utilisateur et
dynamiques (analyse a [’exécution) au paralléliseur [Poly88] [Rose90] [SMC91]
[LuCh91].
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Chapitre 3

Abstraction des dépendances

Rappelons que la tache du test de dépendance est de déterminer ’existence
possible de collision lors de 'acces a une variable utilisée par deux instructions
S1 et S2. Lorsqu’un conflit possible existe, on dit qu’il y a une dépendance entre
S1 et S2. Cette dépendance est exprimée par un arc liant S1 et S2 dans le graphe
de dépendance. Flle ne signifie pas forcément que toutes les instances de deux
instructions S1 et S2 sont dépendantes, et de nombreuses techniques de transfor-
mation sont utilisées pour permettre d’exploiter le parallélisme implicite résiduel
ou pour pouvoir I’exploiter au mieux sur une machine cible particuliere.

Une transformation peut étre appliquée au programme si toutes les contraintes
sur les instances des instructions du programme sont respectées. Une représenta-
tion exacte ou approximative caractérisant ces contraintes est donc nécessaire.

De nombreuses abstractions ont été proposées dans la littérature: les itéra-
tions de dépendance, les vecteurs de distance de dépendance, le cone de dépen-
dance, les vecteurs de direction de dépendance et les profondeurs de dépendance.
Parmi elles, les vecteurs de direction de dépendance (DDV) sont largement utili-
sés. Cette approximation fournit I'information minimale nécessaire pour autoriser
des transformations comme: I’échange de boucles et 'inversion de boucle. Par
contre, elle n’est pas assez précise pour les transformations unimodulaires com-
plexes et le partitionnement des boucles ou I'information minimale nécessaire est
le cone de dépendance.

Dans ce chapitre, nous détaillons les différents types d’abstraction des dépen-

dances: les itérations de dépendance, le vecteur de distance de dépendance, le



polyedre de dépendance, le cone de dépendance, le vecteur de direction de dépen-

dance et la profondeur d’une dépendance. Ensuite nous comparons leur précision

en fonction du nombre d’itérations dépendantes qu’elles traduisent (section 3.6).

L’algorithme de calcul du polyedre (et du cone) de dépendance est détaillé (sec-

tion 3.3.3). Cet algorithme a été implanté dans le paralléliseur PIPS.
Rappelons quelques notations:

Notations:

— N : I’ensemble des entiers naturels;
— Z": ensemble n-uplets d’entiers;
— [I": le domaine d’itérations;

S
— ¢ : une itération dans I";

— 1< 711 est plus petit que ¢ pour ordre lexicographique;

-, —
!

— S1(z) < S2(i")*: Sl(Z) est exécutée avant 52(5);

— - = —
— 1 <s 211 est exécutée avant ¢/, les contraintes de dépendances sur les itéra-

tions sont conservées;

— S164p S2: 51 dépend de 52, abstraction AD est utilisée pour représenter

cette dépendance;
— AD1 D AD2: I'abstraction AD1 est plus précise que 'abstraction AD?2

Nous supposons qu’il existe une dépendance entre deux instructions S1 et
52 au sein de n boucles englobantes. Nous détaillons maintenant les 6 différentes
abstractions des dépendances qui permettent de caractériser les relations existant

entre les deux itérations dépendantes Sl(Z) et SZ(@T’)).

1. peut étre traduit par le prédicat : i< i ou (Z: 7 A S1 est avant S2 textuellement).
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3.1 Itérations de Dépendance (D)

Cette abstraction des dépendances, notée DI, consiste en une énumération

exhaustive des paires d’itérations (Z, z_;) de Sl(Z) et 52(@'_’)) dépendantes.

Définition 3.1 DI ={ (i, @) | S1(7) 6= S2(¢") }

A chaque élément (;, z_;) de DI correspond une solution entiere du systeme li-
néaire caractérisant les dépendances entre Sl(Z) et SZ(@T’)). Aucune approximation
n’est insérée dans DI, elle est tres précise. Cette énumération peut étre représen-

tée sous plusieurs formes. Nous citons ici les trois exemples les plus représentatifs :

1. la liste exhaustive des couples des valeurs de toutes les itérations dépen-

dantes,

2. Pintroduction de parametres entiers appropriés { = (t1,t2, ey tm) (M < 24n)
peut permettre d’exprimer i et ¢ en fonction de . La représentation de DI
devient

DI ={ (f(f), f’ (1)) | £ € T™} ot T est Pespace de £ possédant des bornes

connues.

3. lorsque i peut s’exprimer sous la forme d’une fonction fde i. La représen-
tation de DI correspondante est

DI={(G, f@)|i el I[*CI"}

S

108



Prenons 'exemple suivant :

DOI =1,n
S1: T1(I) = 4x*I
DOJ=1,n
S52: T2(1,J) = T1(J)*T2(1,J)
ENDDO
ENDDO

Fic. 3.1 - FEzemple 3.1

Considérons le systeme de contraintes caractérisant la dépendance dep entre S1
et 52 due aux deux références a T1:
1=
1< <n
1<j<n
1 <d <n

Ce systeme admet des solutions entieres, S1 dépend donc de S2. La représentation

de cette dépendance S1 67,; 52 est la suivante:

DI (dep) = { (1,1), (2,2), ..., (n-1,n-1), (n,n),
(1,2), (2,3), ..., (n-1,n),
(1,3), ..., (n-2,n),

(1,n-1), (2,n),
(1,n) }

Nous savons que pour calculer DI un algorithme exact de recherche des so-
lutions entieres dans un systeme linéaire est nécessaire. La représentation numé-
rique (la premiere forme) de DI n’est pas acceptable en pratique, parce qu’elle
nécessite trop de place mémoire. De plus, elle ne permet pas de représenter une

dépendance ayant un nombre infini de paires d’itérations dépendantes.
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L’extension du GCD généralisé [Bane88] a permis d’introduire la deuxieme
représentation de DI. L’espace des parametres T' doit toutefois étre calculé exac-
tement (voir la section 2.2.5).

L’algorithme de test de dépendance proposé par Feautier [Feau89], basé sur
I’algorithme PIP [Feau88], permet de calculer les dépendances de flot de données
(data-flow dependence) et de les représenter sous la troisieme forme.

DI est l'abstraction des dépendances la plus précise, mais les algorithmes
exacts permettant de la calculer sont tous tres cotteux. De plus, la plupart des
transformations n’ont pas besoin d’une information d’une telle précision pour
savoir si on peut les effectuer. Pour ces raisons, des abstractions des dépendances
approximant ’ensemble des dépendances exactes, telles que vecteur de distance
de dépendance et ses dérivés, ont été proposées. Nous les présentons dans la suite

de ce chapitre.

3.2 Vecteurs de Distance de dépendance (D)

-
!

Reprenons "abstraction DI de I’exemple 3.1. Il y a des paires d’itérations i

:
(; ~s z_;) équi-distantes de -1 . L’utilisation d’un vecteur de distance cfpermet de
représenter uniformement toutes les dépendances entre les itérations i et (;—I— cf)
Elle reflete explicitement le pas de dépendance entre les itérations. Elle ne tient
pas compte de l'origine des dépendances.

Représenter une dépendance par D revient a énumérer tous les vecteurs de

distance possibles de cette dépendance. Voici une définition de D plus formelle.

-
!

Définition 3.2 D={d|30G #)eDI, d =i-17}

Reprenons 'exemple 3.1, et représentons la dépendance sur 7'l entre S1 et S2

par D :
D(dep) = { 0, 1, 2, 3, ..., n-1}

Nous constatons que D représente les mémes dépendances avec moins d’élé-

ments que DI. Le calcul de D pour une dépendance nécessite aussi un test de
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dépendance exact. De plus, D est éventuellement infinie. La complexité des tests
exacts est, dans le cas général, exponentielle exceptée lorsque la distance de dé-
pendance est constante. On utilise donc cette abstraction essentiellement lorsque
les dépendances ont une distance constante, on dit qu’elles sont uniformes.
Les dépendances uniformes de vecteur de distance de dépendance d représentent
I’ensemble des itérations dépendantes: DI = {(z, /) | # =i + d}.

Dans la section suivante, nous présenterons deux dérivés de D: DC et DP
qui sont basées sur des polyedres convexes. Elles permettent de représenter de

maniere finie un ensemble infini de dépendances.

3.3 Polyédre de Dépendance (DP) et Cone de
Dépendance (DC)

Le polyédre de dépendance (noté DP) [Ir'Tr88b] approxime ’ensemble D.
C’est 'ensemble des éléments qui sont combinaison convexe des vecteurs de D.
Il est représenté par I’ensemble des points entiers de ’enveloppe convexe de D ou
par une union de polyedres convexes, lorsque D est un ensemble infini et que son
enveloppe convexe contient des éléments autres que les combinaisons convexes
des vecteurs de D. Le cone de dépendance (noté DC') est un coéne convexe

composé des vecteurs qui sont combinaison linéaire positive des points de D.

3.3.1 Utilisation de la théorie des polyedres convexes

Afin de mieux caractériser DP et DC', nous rappelons quelques définitions et

précisions sur les polyedres convexes.

1. Un polyeédre convexe P € R" est un ensemble de points qui satisfont un

nombre fini d’inéquations linéaires.

2. Un polyédre est entier si tous ses sommets sont entiers [Schr86]. D’apres

leur définition, DP et DC sont des polyedres entiers.
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3. Un polyedre convexe entier peut étre caractérisé soit par un systeme de

contraintes linéaires diophantines, soit par un systeme générateur [Schr86].

systéme de contraintes linéaires (noté SC) Un systeme de contraintes
linéaires est composé d’un ensemble d’inéquations (une équation est
considérée comme deux inéquations opposées). Un polyedre P est un

ensemble de points entiers satisfaisant un systeme d’inégalités.
P, ={de 7" | AZ <b} ou A est une matrice et b un vecteur.

systéme générateur (noté SG) Un systeme générateur comprend trois
ensembles finis : sommets {s; }, rayons {r; }, droites {d}, }. En utilisant

le systeme générateur, un polyedre P peut étre formulé par:
Py=1{Fe 72" 2= N+ iri+> wdi, A >0, ;20,3 N =1}
i j k i

Un format plus simple va étre utilisé ultérieurement :

Py, = (S, R, D),on S={s}, R={r}, D= {dy}

Des algorithmes qui permettent de passer d’une représentation a ’autre ont
été proposés dans la these d’Halbwachs [Halb79]. Un autre algorithme de

conversion d’un systeme linéaire en systeme générateur a été proposé par

Chernikova [Cher68].

4. Un polyedre est lexico-positif si tous les points contenus dans ce polyedre
sont lexico-positifs. D’apres leur définition, DP et DC sont des polyedres

lexico-positifs.

Proposition 3.1 Un polyédre P, = (S, R, D) est lexico-positif si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
-Vses s5>0
- sidr; <0, alors ¥ s € 5, Level(rj) > Level($)
ot la fonction Level(T) est égale a k si les (k— 1) premiéres compo-

santes de U sont nulles.?

2. par exemple: Level(0,0,1) = Level(0,0,—1) = 3, Level(0,0,0) = 4

112



— st D#0, alors V d_;;,‘v’ s, Level(d_;;) > Level(s;)

Preuve:

— Montrons que si Py, = (5, R, D) est un polyedre lexico-

positif alors les trois conditions données ci-dessus sont véri-

fiées. Si Py, = (5, R, D) est un polyedre lexico-positif alors

tout point ¢ de P, vérifie:

(a)

T = NS4 1+ Spmdy o N =1, ;>0
v > 0.

Montrons que tout sommet de P, vérifie la premiere

condition :

soit s; € Py, alors 3N, = 1,0 = A& € Py,

Comme > 0= 5 >0

Montrons que tout rayon de P, vérifie la seconde condi-

tion. Montrons que

si dr; < 0 et 335 €5 tel que Level(r;) < Level(s;)

alors P, n’est pas lexico-positif.

- Sidr; < 0et 335 €S tel que Level(r;) < Level(s;),
alors le point o= § o+ r; appartient a Ps,. Comme
Level(r;) < Level(s;) nous avons o L0 = P,
n’est pas lexico-positif.

- Sidr; < 0et3s; € Stel que Level(r;) = Level(s;) =
[, alors le point v/ = 5 + ﬁl'r_} = (0,0,...,—1,%, ..., %)
appartient a Py,. Comme v/ < 0 = F;, n’est pas
lexico-positif.

Montrons que toute droite de P, vérifie la troisieme

condition. Montrons que

si Eld_;; = (diys oy dp,), €t 35 = (85150, 84,)

tel que Level(d_;;) = let Level(d_;;) < Lewvel(s;), alors
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P, n’est pas lexico-positif.

— Si 3d, = (diyy ooy diy,), €t 38 = (84, ..., 8,) tel que
Level(d_;;) = [ et Level(d_;;) < Level(s;), alors le
point

. S+ dp  si dy < 0,
v = —

S — dp st dy > 0,
appartient a Ps,. Comme Level(d_;;) < Level(s;), nous
avons v/ < 0 = P, n’est pas lexico-positif.

- Si Level(d_;;) = Level(s;) = 1, le point
- { s+ ledk stody, < 0,

v =

- A , = (0,0,...,—1,%,...

Py st dy, > 0,

appartient a Ps,. Comme V<) = P, n’est pas
lexico-positif.

— Montrons que si les trois conditions de la proposition sont vé-
rifiées alors le polyedre est lexico-positif. Soit Py, = (5, R, D)
un polyedre et §; € S, 7; € R, d, € D un sommet, un rayon
et une droite vérifiant les trois conditions de la proposition.

Tout point de P, s’écrit
v = Z)\Z’S_;'—I—Z/L]‘T_}—I—Zl/kd_]; S A >0, Z)‘i =1, p4; >0,
ou encore ]
o= Y Nsi+ D s+ i+ vedy
i j T k
avec ] ]

)\Z'ZO,Z)\Z':L /L]‘ZO,/L]‘/ZO,S_;’>>O, T_}>>0€t T;/<<0

Comme pour tout rayon r7, < 0 et toute droite d_;; nous avons
Level(r;) > Level(s;) et Level(d_;;) > Level(s;),

nous en déduisons que ¥ > 0.

Puisque tous les vecteurs composant ¢ sont lexico-positifs,

P, est un polyedre lexico-positif. O
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. L’ensemble des combinaisons convexes des points d’un ensemble X est

égal a 3°F | Nz, on x; € X et les Ai sont des réels compris entre 0 et 1

[Schr86].

. Le plus petit polyedre convexe qui couvre toutes les combinaisons convexes

d’un ensemble de points X est appelé I’enveloppe convexe de X (noté

env(X)).
. Soit Py = (51, Ri, Dy) et Py =(S2, Ry, Dy) deux polyedres, alors

env(P1 U PQ) = (Sl U SQ, Rl U RQ, D1 U Dz)

. Soit env(X) I’ enveloppe convexe d’un ensemble de points de X et conv(X)
I’ensemble des combinaisons convexes des points de X. Les deux relations

suivantes sont vérifiées:

— env(X) = conv(X) si X est un ensemble fini ou X = env(X);
— env(X)

conv(X) forme un polyedre (i.e. un ensemble fermé).

2 conv(X) si X est un ensemble infini. On a égalité lorsque

Proposition 3.2 Soit P, = (S1, Ry) et P, = (S2, Rz2) deux polyédres pour
lesquels chacune des droites est représentée par deuxr rayons opposés dans
R1 (respectivement R2) pour P1 (respectivement P2). L’égalité env(Py U

Py) = conv(Py U Py) est vérifiée pour chacune des conditions suivantes :

(a) L’un des deux polyédres est inclus dans Uautre :
(P1 2 P2) v (P2 2 Pl)

(b) Les polyédres ne sont constitués que de sommets :

(¢) Les ensembles de rayons et droites des deux polyédres sont identiques :

Rl :RQ
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Preuve:

(a)

Supposons que P O Py alors P, U P, = Py.
Comme P1 est un polyedre convexe, env(Py) = conv(P).

Nous déduisons que

env(PrUPy) = env(Py) = conv(Py) = conv(P U Py).

Supposons que (R; = 0) A (R =0). Alors,

env(PrU Py) = (51U S5,0) = {0 = S Alsh+ X A2 | A+
S A= 1,8t € 5y,87 € Sy}

D’apres la définition de I’ensemble des combinaisons convexes d’un
ensemble,

conv(PLUP) = {0 = A0+ X o | M+ = 1,0 €
Py € Pl

Puisque P; et P, ne sont composés que de sommets, S; = { v7 } et

Sy ={ 03 }, il en résulte que env(Py U Py) = conv(Py U Py).

Supposons que By = Ry = R. Alors,

env(PLUPy)) = (S1USy, R) ={d =YX Nsl+ X M2+ pyr; | M >
0, X2 >0, A+ M =1, >0}

Comme 3° Al +3° A2 = 1, il existe au moins un A; non nul. Sans perdre
de généralité, nous prenons A? # 0. Nous pouvons traduire ¢ sous la
forme suivante: @ =) Als; + >, Als? + Ai(sp + 20 ;—%rj)

Comme s7 € Sy, ﬁ—% >0 et r; € Ry, le vecteur v? = 57 + 3" j—%rj est un

vecteur de P,.

Posons @ =3 Als!+ Pitk As? 4+ Av?. Puisque s}, s? et v? appartien-
nent aP; U Py, et que Al + 3 A = 1 | alors le vecteur ¢ appartient
aussi a conv( Py U Py).

Comme tout vecteur v de env( Py U Py) est inclus dans conv( Py U Ps),
la relation env(Py U Py) € conv(Py U Py) est vérifiée. Comme par

env(Pr U Py) = conv(Py U Py).

définition, conv(P; U P») € env(P; U P), nous en déduisons que
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Proposition 3.3 Soit P, et Py deux polyédres lexico-positifs. Si —~(env(PU
Py) > 0) alors env(PyU Py) D conv(Py U Py).

Preuve:

Comme P; > 0 A P, > 0, par définition de conv(P U P),
= conv(P U Py)>0;

Par définition, conv(Py U Py) C env(Py U Ps)

Nous en déduisons donc que

si =(env(PLUPy) > 0) alors env(PLUPy) D conv(PLUP,). O

3.3.2 Définitions

Nous définissons dans cette sous-section DP et DC'.
Définition 3.3
k
DP={v e€Z":3d; e D, I\, >0 tel que ﬁ:ZAidi /\ Z)\izl}
1

=1

L’abstraction des dépendances D P est une approximation de D qui conserve
les informations “utiles” permettant d’effectuer certaines transformations comme
les réordonnancements de boucles (ordonnancement linéaire) [Irig88a] (voir le
chapitre suivant).

Le plus grand ensemble approximant les vecteurs de I’ensemble D et qui
conserve les informations utiles aux réordonnancements de boucles est I'enve-
loppe convexe de la fermeture transitive de D . Il correspond a un cone convexe
composé des vecteurs qui sont combinaison linéaire positive des points de D. Ce
cone est le cone de dépendance (noté DC') [Ir'Tr88b]. DP est inclus dans DC'.

Nous donnons la définition de DC :
Définition 3.4

k k
DC:{E e L" | HdiED, 3)\220, Z)\221 telque EZZ)\ZCL

Par rapport a la définition du cone de dépendance proposée par F. Irigoin

[Ir'Tr88b] %, une contrainte supplémentaire sur \; : 3%, \; > 1 a été ajoutée. Cette

3.0t le cone de dépendance est défini par DC' = {7 | Ad; € D,3A; > 0, /\Zci;}
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contrainte garantit que tout ordonnancement linéaire h légal pour D restera légal
selon DC'. La nécessité de cette contrainte est illustrée sur un exemple 5.1 en
chapitre 5.

Une méthode de calcul systématique de DP et DC a été présentée dans le
rapport [[rTr87]. Elle consiste a projeter le systeme de dépendance sur le sous-
espace des distances de dépendance, puis a calculer la partie lexico-positive du
polyedre par union des n polyedres F;; n est le nombre de boucles imbriquées
et P; est l'intersection du polyedre initial avec un systeme de contraintes de
lexico-positivité. L’enveloppe convexe des n polyedres lexico-positifs est égale
généralement au polyedre de dépendance DP. Lorsque I'enveloppe convexe
de P, est plus grande que 'ensemble des combinaisons convexes de P;|",
DP est composé en m polyedres lexico-positifs le caractérisant (m < n). Cet

algorithme est détaillé en section 3.3.3.

Exemple 1:

Calculons maintenant ’abstraction par un polyedre DP de la dépendance
S1 65p S2 (conflit d’acces aux éléments du tableau T1) dans I'exemple 3.1. En
ajoutant ’équation définissant la variable de distance di dans le systeme de dé-
pendance, on obtient le systeme de dépendance initial :

1=
1< <n
Sys(i, i j,di) = 1<j<n
1<¢ <n
di =1 —1
La projection sur le sous-espace dz en utilisant ’algorithme de Fourier-Motzkin

donne le systeme Sys(dr).
—(n—1) < di < (n—1)
L’intersection de ce systeme avec la condition de lexico-positivité di > 0 donne:

di > 0
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Ceci définit le polyedre de dépendance sous la forme d’un systeme linéaire. Il

peut étre représenté par le systeme générateur suivant :
DP(dep) = ( {0}, {1}, O

Dans cet exemple, DP(dep) est équivalent a D(dep) parce que D(dep) forme
naturellement un polyedre (i.e. toute combinaison convexe des éléments de D est

encore une élément de D). Comme, dans cet exemple, la fermeture transitive de

DP est égale a DP, DC est défini par:
DC(dep) = ( {0}, {1}, O

Cependant D est souvent un ensemble discret et n’est donc pas forcément
un polyedre. DP est alors un ensemble plus grand que D. Illustrons ce cas par

I’exemple 2.

Exemple 2:

DOI =1, n
DO J =1, n

S: T(I+2J) = T(I+4J)
ENDDO

ENDDO

Fic. 3.2 - Fremple 3.2

Calculons le systeme de dépendance pour les références au tableau T: T(I+47J)
et T(I+27J) et calculons les abstractions D et DP.
Le systeme de dépendance est :
v+ 4y =14 d; + 25 + 2d;
1< <n
DepSys(i, j,di, dj) = 1<j<n
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Apres simplification, on obtient

di+2d; =23
1< <n
DepSys(i,j,di,dj) = 1<j<n
Ce systeme étant faisable, il existe bien une dépendance dep entre T(I+47J)

et T(I+27J).

1. Calcul de D:
En remplacant respectivement j dans 1’équation par 1’ensemble des valeurs
que cet indice peut prendre, on obtient n équations correspondant aux n

polyedres contraignant le vecteur de distance de dépendance (d;,d;):

Puis on fait I'intersection de P; avec les conditions lexico-positives sur le vec-
teur de distance de dépendance (d;,d;) (définissant la dépendance), qui se
traduisent, dans le cas de deux boucles imbriquées, par les deux contraintes

suivantes: i) d; > 0,1i) d; = 0 A d; > 0.

. d; +2d: =2 %1
PZpOSitl = {d2+62ld]>202*l R PZPOS’H? = dZ]:()
Z d; >0

. . " . 1 12
La partie lexico-positive de P; est I'union de P/ et PP**"*,

» di 4+ 2d; =21
postt 7 7
=

. it , . .
Enfin, I'union des J;<;<, P’ est effectuée pour obtenir les contraintes

définissant D.

D(dep) = { (dz,d]) . (dZ Z 0) N (dZ + Qd] == 2)\/
(d; +2d; = 4)v
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di

(b) DP (dep)

Fic. 3.3- D et DP de Uexemple 3.2

D est illustrée en figure 3.3 a gauche par une série de rayons paralleles. Elle
représente un ensemble discret puisqu’ils existent des points entiers (3,0) et

(5,0) qui n’appartiennent pas a D.

. Calcul de DP:

On projette le systeme sur le sous-espace (d;, d;).
DiSys(d;,d;) = { di+2d; > 2

Puis, on fait 'union des intersections avec les conditions lexico-positives.

On obtient D P, le polyedre de dépendance lexico-positif .

d; +2d; > 2

DiSys* " (d; d;) = { >0

Sous la forme d’un systeme générateur,

DP(dep) = ( {(0,1)}, {(0,1), (2,-1)} 0)
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La partie droite de la figure 3.3 illustre ce polyedre.

Généralement, DC' peut étre calculé a partir de DP en ajoutant ’ensemble
des sommets de DP a ’ensemble des rayons. L’utilisation de DC' par rapport a
DP pour une dépendance n’a que peu d’intérét, car DC' est moins précis que
DP et que son calcul est aussi complexe. Par contre, il permet de représenter

toutes les contraintes transitives entre les itérations d’un corps de boucles L :
S0y <ar 1z €l iy =g i3 alors iy <qi3 el d=dl 4+ d2 e DC(L)

Ces contraintes résumées par un seul DC' sont nécessaires et suffisantes pour véri-

fier, par exemple, la 1égalité du partitionnement de boucles (supernceud [IrTr88al).

3.3.3 Calcul de DP et DC

Dans cette sous-section, nous détaillons un algorithme qui permet de calculer

ces deux abstractions des dépendances.

Algorithme

1
1
1
1
1

1. Calcul du systéme linéaire de dépendances DepSys(i, i, v

o~

Rl (;, 1_)))_): RZ (g;v _;) (1)

d = i—7 (4)

- = WL C vo= bl 5
DepSyS(l,ll,vavlv ) = Cl’zv17< b2 E6§
C, v = bl (7)

Cy v < b2 (8)

7= F(i (9)

o= P (10)

7, ¢ sont deux vecteurs d’itérations, v, v’ représentent I’ensemble
des variables autres que les indices des boucles apparaissant res-
pectivement dans les fonctions d’acces aux éléments du tableau

des deux références, d est le vecteur de distance de dépendance.
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Ce systeme est composé par:

— un ensemble d’équations caractérisant une dépendance pos-

sible ((1)),

— un ensemble d’inéquations définissant les bornes des boucles
((2),(3)),

— un ensemble d’équations définissant le vecteur de distance de

dépendance d ((4))

— éventuellement, un ensemble de containtes invariantes carac-

térisant des relations linéaires sur 7 ((5),(6)) et v’ ((7),(8)),

fourni par I’analyse sémantique.

— éventuellement, un ensemble d’équations caractérisant v en

fonction de 7, fourni par la détection des variables inductives

((9),(10)).

—

2. si DepSys(z, z’,ﬁ,lj’,cf) est faisable, calcul de la projection? DiSys(aT)

du systéme initial sur le sous-espace des distances de dépendance,

par ’algorithme de Fourier-Motzkin [Duff74].

—

DiSys(d) = Proj(DepSys, cf)

—

. sile systeme DiSys(d) est faisable, calcul de la partie lexico-positive
du polyédre par union des n polyédres PP olt PP est I’intersec-

—

tion de DiSys(d) avec les conditions de lexico-positivité PositCond;.

PPt = (Urgica(PP™))

PPt = DiSys( _3 N PositCond;
d =0

PositCond; = d =0
di...

> 1

4. en fait, ’enveloppe convexe de la projection

123



4. si n=1, DP(dep) = Prosit

5. si n > 1, recherche de ’ensemble minimal des polyédres convexes

lexico-positifs (proposition 3.1) caractérisant Pros

N it it .
(a) rechercher deux polyedres P’”" et P/”", dont I'union peut
étre remplacée par leur enveloppe convexe sans ajouter de
points autres que des combinaisons convexes d’eléments de

D, en utilisant les conditions de la proposition 3.2.

— calculer ’enveloppe convexe des deux polyedres
EnvConv(Pf”” U P]pom) = ({SiUS;}{R;, UR;},{D;UD;})

ot PP = ({Si}, {Ri}, {Di}) et P = ({5}, {R;}, {D;})

y . ) ,
— remplacer (P/”"UP/”"") dans ’expression de P**"* par leur

enveloppe convexe.

(b) retourner en 5(a), jusqu’a ce que Pr°*" ne puisse plus étre
simplifié.

(c) DP(dep) = Prost

Discussion

1. I’élimination d’une variable d’un systeme par I’algorithme de Fourier-Motzkin
est une méthode de projection rationelle. Le fait que DiSys(cf) ait des so-
lutions entieres ne garantit donc pas que DepSys(z, i_;, 17,07) ait aussi des
solutions entieres. Cet algorithme est un test de dépendance en rationnel.
Si la projection sur le sous-espace des distances est exacte (i.e. la projection
par Fourier-Motzkin est équivalente a la projection entiere [Anco91]), DP

définit le méme ensemble que D . I’exemple 3.1 illustre ce cas.

2. Lorsque D est un ensemble fini, 'enveloppe convexe de D est égale a 1’en-
semble des combinaisons convexes d’éléments de . On peut, dans ce cas,

utiliser un seul polyedre (DP) pour caractériser D.
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3. DC peut étre calculé en ajoutant ’ensemble des sommets de chaque DF; a

I’ensemble des rayons. Si DP est défini par

DP(dep) = {DF} = {({si}, {75}, {di})}

alors

DC(dep) = {DC;} = {({si}, {75 U5}, {di})}

4. L’enveloppe convexe des polyedres ainsi que D(C ne peuvent pas étre re-
présentés par une forme unique. Les systemes résultants peuvent contenir
éventuellement des contraintes redondantes. Des algorithmes qui permet-
tent d’éliminer les redondances dans un polyedre sous la forme de systeme

générateur sont présentés dans [Schr86).

5. Dans 'algorithme présenté, on distingue les cas de dimension 1, des autres

posit

cas. Lorsque la dimension est égale a 1, P n’est constitué que d’un seul

polyedre lexico-positif, une union serait inutile.

Dans le cas des dimensions supérieures a 1, on remplace I'union des deux po-
lyedres lexico-positifs par leur enveloppe convexe si cette enveloppe convexe
est égale a I’ensemble des combinaisons convexes des éléments de D. Le
maintien de cette condition pour ’abstraction D P est nécessaire pour conser-
ver toutes les informations utiles a 'application des transformations uni-
modulaires, de partitionnement ou encore au calcul des ordonnancements

multi-dimensionnels (voir chapitre 4 et 5).

Par contre, le remplacement de 'union de deux polyedres lexico-positifs
par leur enveloppe convexe, méme si cette enveloppe convexe n’est pas
lexico-positive, ne fait pas perdre d’ordonnancement mono-dimensionnel
valide. On peut utiliser ’enveloppe convexe des unions de tous les poly-
edres lexico-positifs pour calculer un ordonnancement mono-dimensionnel,
car I’ensemble des ordonnancements mono-dimensionnels valides obtenu a
partir de I'enveloppe convexe est identique a ’ensemble des ordonnance-

ments mono-dimensionnels valides calculé a partir de D (voir chapitre 5).
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Exemple

Considérons maintenant le programme de I'exemple 3.3. Calculons I"abstrac-

tion DP pour la dépendance dep d’acces aux éléments du tableau T, T(2*J,M-7J)
et T(2*J,M-7J).

DO I =1,
DOJ=1,n
DOK=1,1
S: T(2%J,M-J) = X
ENDDO
ENDDO
ENDDO

n

Fic. 3.4 - Fremple 3.3

1. Calcul du systeme de dépendances:

2 = 25 + 2dj
M—j=M-—j—dj
1< <n
1<j<m
1 <k<I
1 <k+d, <1

DepSys(i, j, k,di,dj, dy) =

2. Calcul de la projection sur le sous-espace (d;, d;, dy):
DiSys(d:,d;,dy) = { dj =0

3. Calcul de la partie lexico-positive de DiSys(d;, d;, dy):

d; =0

. > . ¢
Plposzt — dz : 1 7 Ponszt — d] — 0
dj =0 dp >1
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et sous la forme d’un systeme générateur:

PP = ({(1,0,001,{(1,0,0)1,{(0,0,1)}), P = ({(0,0,1)},{(0,0,1)},0)

Pposit — (Plposit U Pzposit)

4. Recherche de I’ensemble minimal des polyedres convexes lexico-positifs ca-

ractérisant Pros“

(a) — Calcul de I'enveloppe convexe de PPo%:

EnvConv(P™) = ({(1,0,0),(0,0,1)},{(1,0,0),(0,0,1)}, {(0,0,1)})
= ({(0,0,0)},{(1,0,0)},{(0,0,1)})

— Comme le niveau de la droite Level(0,0,1) = 3 est inférieur au
niveau du sommet Level(0,0,0) =4, EnvConv(PP°*") n’est pas
lexico-positive et I'union de Plp“ﬁ et Ponm ne peut étre remplacée

par son enveloppe convexe.

(b) PPosit nlest peut plus étre simplifié. Il est composé des deux polyedres
lexico-positifs (Plpmt U Pzpom)_

()

DP(dep) = PP = (DP, U DP,)
Dp, = Plpomf = ({(17070)}7{(17070)}7{(07071)})

DpP, = PZPOSH = ({(07071)}7{(07071)}7(]))

Conséquence de ’utilisation de I’enveloppe convexe de PP

Considérons une transformation unimodulaire définie par la matrice suivante :
010
M=11100
00 1
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Y

di

dk ' dk '
( )Plposzt (b) Pzposzt
dj dj
A A
> di
dk dk
(c) EnvConv(Prest) (d) prost

Fic. 3.5 - [lustration du caleul de DP pour l'ezemple 3.3
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Testons si cette transformation peut étre appliquée en utilisant les deux abstrac-

tions des dépendances DP(dep) et EnvConv(DP).

— Pour que la transformation définie par M puisse étre appliquée selon DP,
il faut que la condition M x DP(dep) > 0 soit vérifiée. Comme DP =
DP1 U DP2, la condition (M x DP; > 0N M x DP, > 0) doit étre
vérifiée.

Comme M x PP = ({M x (1,0,0)"}, {M x (1,0,0)'}, {M x (0,0,1)'})
= ({(0,1,0)},{(0,1,0)},{(0,0,1)}) >0

et M x PP = ({M x (0,0,1)"}, {M % (0,0,1)'},0) > 0,

on a bien M x DP(dep) > 0.

M est donc une transformation légale d’apres ’abstraction DP.

— Pour que la transformation définie par M puisse étre appliquée selon
EnvConv(DP), il faut que la condition M x EnvConv(DP)(dep) > 0 soit
vérifiée. :

Comme M x EnvConv(DP) = ({M x (0,0,0)'},{M x (1,0,0)"},{M x
(0,0,1)"}) = ({(0,0,0)},{(0,1,0)},{(0,0,1)})
= (M x EnvConv(DP) > 0)

Si 'on utilise 'abstraction EnvConv(DP), la transformation M ne peut pas
étre appliquée, alors que légalement elle peut I’étre. Cet exemple introduit le
probleme du choix d’une bonne abstraction des dépendances, contenant suffi-
samment d’information pour pouvoir appliquer les transformations quand elles

peuvent I’étre. C’est le sujet que nous étudions dans le chapitre suivant.

3.4 Vecteur de Direction de Dépendance (DDV')

Les abstractions D et DP (ou DC') caratérisent une dépendance par 'en-
semble des valeurs que le vecteur de distance d prend exactement (D) ou par un
sur-ensemble. Ce type d’information basé sur la valeur de d est nécessaire pour
I’obtention d'un “bon” ordonnancement apres une combinaison de transforma-

tions modifiant la forme de 'espace d’itérations. Lorsque la forme de 'espace
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d’itérations n’est pas modifié par la transformation (e.g. I’échange de boucles,
permutation de boucles, I'inversion de boucle), le changement affecte 1'ordre ou
le signe des éléments de d. Une autre abstraction conservant un vecteur de signes
de Jappelée vecteur de la direction de dépendance (DDV') a donc été proposée.
Chaque vecteur de direction peut avoir une valeur parmi {4, 0, —} [Bane88];

pour des raisons historiques, elles sont souvent représentées par {< ,=, >}

[Wolf89].

Définition 3.5
DDV = { ddv = (t1,s, b)) | S1() 8 S2(7), iy vy ity (1 < k < n), o € {<
,=,>1}}

D’apres la définition 3.5, un DDV est un cone dont les faces sont des hyper-
plans orthogonaux aux axes des coordonnées. Plusieurs ddv élémentaires peuvent
se résumer en utilisant les symboles étentus { <, >, %, } on “x” équivaut aux
trois symboles élémentaires (<, =, >), "absence totale d’information. Nous illus-
trons par la figure 3.6 toutes les unions possibles dans le cas de deux boucles
imbriquées. Le symbole “x” indique que 1'union correspondante est soit impos-
sible (i.e. conduit a des ddv’s lexico-négatifs); soit imprécise (i.e. impliquerait des

ddv’s autres que ceux dont on fait I'union).

Une approche hiérarchique du calcul des ddvs traduisant deux dépendances
(S1,RL) 634, _, (S2,R2) et (52,R2) 63y, , (51, Rl) aux deux références R1,
R2 des instructions S1, 52 a été proposée [BuCy86]. Elle est illustrée par la figure
3.7 pour le cas ou S1 et S2 sont imbriquées dans deux boucles .

Dans ce graphe, chaque noeud représente un ddv élémentaire ou un ddv ré-
sumé. Au lieu d’appliquer un algorithme de test des dépendances 9 fois, pour
tester la faisabilité de I'intersersection du systeme et d’'un ddv afin obtenir tous
les ddvs possibles, on calcule les ddvs des sommets vers les feuilles. Lorsque une
indépendance a été trouvée en un point, les ddvs en aval ne sont pas calculés.
Si U est I'ensemble des ddvs trouvés pour la dépendance de (S1,R1) a (S2,R2).

Nous avons:

— les ddvs € ¥ lexico-positifs représentent la dépendance de S1 vers S2;
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U (<< (£2) (£3) (=9 (==
<9 | =9 =9 (=H (€9 s
(<= | (£9 (<=9 (2 x (=)
(<, >) (<, #) (<,>2) (<,>) X X
=< | (=9 x x (=< (=9
(= =) xS x (=9 (=9)

FiG. 3.6 - Unions légales de ddvs €élémentaires

(<7<) (<7:) (<7>) (:7<) (:7:) (:7>) (>7<) (>7:) (>7>)

FiG. 3.7 - Hiérarchie de ddvs
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— les ddvs € U lexico-négatifs représentent la dépendance de S2 vers S1

Les algorithmes de test de dépendance par résolution de systeme d’inégalités
peuvent étre utilisés pour calculer cette hiérarchie de ddvs. L’ensemble des ddvs

trouvés par un algorithme moins précis sera éventuellement plus grand.

3.5 Profondeur de Dépendance (Dependance Le-
vel (DL))

La profondeur de dépendance a été introduite pour la vectorisation /parallélisation
de programmes comportant des boucles imbriquées par Allen & Kennedy [A1Ke87].
Elle donne le niveau de la boucle englobante qui doit rester séquentielle pour
conserver la lexico-positivité des dépendances a ce niveau et permettre éventuel-

lement la parallélisation de boucles plus internes.

Définition 3.6
DL = {k | 3ddv = (1.1by,..;y) € DDV tq. b = 0 (1 < i < k—
1) /\ ¢k: KK<77}

Une dépendance de profondeur k peut étre traduite par une série de contraintes
sur la variable de distance de dépendance: d; = 0,dy = 0,...,dx_1 = 0,dp > 0.
Ces contraintes peuvent étre intégrées au systeme de dépendance afin de vérifier
I’existence possible (systeme satisfiable) d’une dépendance de profondeur k. La
profondeur d’une dépendance peut donc étre calculée avec les tests acceptant les

inéqualités.

3.6 Comparaison des précisions des abstractions

Dans la section précédente, nous avons défini 6 différentes abstractions des
dépendances: DI, D, DP, DC, DDV, DL. Nous avons utilisé informellement
le concept de “précision” pour comparer une abstraction des dépendances avec
les autres. Dans cette section, nous définissons cette précision.

Parmi toutes ces abstractions des dépendances, il n’y a que DI qui énumere

précisement toutes les paires d’itérations dépendantes; les autres définissent un
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ensemble (exact ou approximatif) des vecteurs de distance de dépendance. Nous

définissons un ensemble D1, approximant DI pour toute abstraction AD autre

que DI5:

Définition 3.7 D, (AD) est égal a l'ensemble des vecteurs de distance de dé-

pendance caractérisant Uabstraction AD.
Définition 3.8 DI, (AD)={ (i,i+d):i,i+d€I", d € Dy, (AD)}.

DI ou l'abstraction DI,,, définissent explicitement toute les contraintes de-
vant étre respectées sur ’'ordre d’exécution des instructions. Pour comparer la pré-
cison de deux abstractions AD1 et AD2, on compare les ensembles DI, (AD1)
et DIy, (AD2).

Définition 3.9 AD1 est plus précise que AD2 (notée ADI D AD2) si
Dl (AD1) C DI, (AD2).

D’apres les définitions 3.1, 3.2, DI est inclus dans DI, (D). La définition 3.9
implique que DI est plus précise que D (DI D D). En fait, elle est plus précise
que toutes les autres abstractions de dépendance par définition. Pour comparer les
abstractions AD, autres que DI, on utilisera plutot les ensembles Dy, (AD), plus
compacts que D1, (AD) puisqu’ils sont tous basées sur les vecteurs de distance

de dépendance.
Corollaire 3.1 AD1 est plus précise que AD2 si Dy (AD1) C Dypr(AD2).

Preuve:

D’apres la définition 3.9, AD1 D AD2si DI,,.(AD1) C DI,,,(AD2).
D’apres la définition 3.8, D1,,,(AD1) C D1, (AD2) 81 Doy (AD1) C Dypr(AD2).

Nous en déduisons donc que AD1 D AD2,si D,,,(AD1) C D,,,(AD2)
O
5. DIy (DI) = DI
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Les relations existant entre D, DP, DC, DDV, DL sont les suivantes:
Dupr(D) C Doy (DP) C Doy (DC) C Dy (DDV') C Dy (DL). Nous en dédui-
sons le classement: D D DP D DC > DDV D DL.

En général, si AD1 D AD2, AD2 peut étre calculée a partir de AD1. Par
contre, 'opération inverse n’est pas possible, car deux dépendances dans AD]1
peuvent correspondre a une méme dépendance dans AD2. Une abstraction plus
précise permet donc de mieur distinguer les dépendances.

Une autre définition de la précision qui découle des précédentes est la suivante :

Définition 3.10 On dit que AD1 est plus précise que AD2, siles deux conditions

suivantes sur les dépendances d; sont vérifices :
(1) 3 di, dy | ADI(dy) = ADI(dy) et AD2(dy) = AD2(dy)
(2) ¥ ds, di | ADI(ds) = ADI(dy) => AD2(ds) = AD2(d)
Elle confirme le classement des differentes abstractions des dépendances :

DI >D>DPD>DCD>DDV O DL D L oul corrpespond a une information
nulle (i.e. DI, (L) = {(i,¢) | 1,7 € I"}).

Exemple:

Considérons maintenant le programme suivant :

DOI =1, n
DOJ =1, n

S: T(I,J) = T(3I,J+1)
ENDDO

ENDDO

Fic. 3.8 - FEzemple 3.4

Calculons les abstractions DI, D, DP, DC, DDV et DL pour la dépendance
dep d’acces aux éléments du tableau T: T(3I,J+1) et T(I,J)

1. calcul de DI :
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Le systeme de dépendance est :

3 =1
1=
1< <n
1<j<n
1 <d <n
1<j <n

DepSys(i,j,i',j') =

Ce systeme admet des solutions entieres, la dépendance dep existe et est

représentée par DI de la fagon suivante:

DI(dep) ={((¢,7),(31,j+ 1)) | 1 <i¢<n;1 <j <n}

. calcul de D :

Si on introduit les variables de distance di et dj avec: de = —4;dj = ' — 5

dans le systeme initial, on obtient un systeme équivalent :

di =22
d =1
1< <n
1<j<n

DepSys(i,j,di,dj) =

En remplacant respectivement i dans 1’équation par 'ensemble des valeurs

que cet indice peut prendre, on obtient

D(dep) ={(2x k, 1) |1 <k <n}

. calcul de DP:

On projette le systeme sur le sous-espace (d;, d;).

DiSys(di, d]) = {

o,

Sl
v
— Do

DP(dep) = ( {(2,1)}, {(1,0)}, 0
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4. calcul de DC':

On calcule DC" a partir de DP en ajoutant ’ensemble des sommets de D P

a I’ensemble des rayons.

DC(deP) = ( {(2:1)}: {(110): (2:1)}: @)

5. calcul de DDV :

Apres les intersections de DiSys(d;,d;) avec les contraintes traduisant les

ddvs possibles, on obtient

DDV(dep) = { (<, <) }

6. calcul de DL :

Selon DDV (dep), il est clair que:

DL(dep) = { 1 }

La figure 3.9 illustre les différentes abstractions des dépendances pour I’exemple

3.4 et met en évidence la précision des différentes abstractions.
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- ' ' > di
2 4 6
(a) DI(dep) (b) D(dep)
d] d]
A A
r—o—o—o—o0—
1 1 > dl 1 > dl
2 3 5
(c) DP(dep) (d) DC(dep)
dj
A
dj
A
_ di
L » di /
1 /
(e) DDV(dep) (f) DL(dep)

Fic. 3.9 - Comparaison de précision des abstractions des dépendances
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3.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre différentes abstractions des dépen-
dances: DI, D, DP, DC, DDV, DL et prouvé que leur précision est décrois-
sante. Nous avons détaillé les algorithmes de calcul du polyedre de dépendance
et du cone de dépendance, qui sont intégrés a I’algorithme du test de dépendance
de PIPS.

Certains systemes utilisent des combinaisons de plusieurs abstractions des
dépendances. C’est le cas de [Wola90] et [SaTh92] combinant D et DDV (de-
pendence vector (DV)) de la fagon suivante: dv = (dy,dz, ...,d,) ou d; € Z ou
€ (<,>,=,%*). La dépendance est alors représentée pour chaque dimension par
la distance (D) si elle est constante, sinon par la direction (DDV). 1’abstraction

DV est moins précise que la représentation DC' pour une dépendance.
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Chapitre 4

Abstractions des dépendances et
transformations de boucles

Abstractions des dépendances et transformations de boucles sont liées . Les
dépendances sont utilisées pour vérifier la légalité d’une transformation et une
transformation effectuée sur un programme va modifier les relations de dépen-
dance. Puisque les différentes abstractions des dépendances ont des précisions et
des cotits de calcul et stockage différents, et parce qu’une transformation pourra
étre déclarée illégale pour une abstraction des dépendances et pas pour une autre,
le choix d’une abstraction des dépendances appropriée a une transformation est
important.

Ce chapitre est dédié a I'étude des relations existant entre les différentes
abstractions des dépendances et les différentes opérations de transformation de
programme. Dans la premiere section, nous présentons le test de légalité d'une
transformation. Les conditions permettant de savoir si une abstraction des dé-
pendances est appropriée a une transformation, c’est a dire contient I'information
nécessaire permettant de savoir si la transformation peut étre apppliquée léga-
lement, sont ensuite décrites. Finalement, nous consacrons la section 3 a ’étude
des abstractions des dépendances pour les transformations de réordonnancement,
telles que ['inversion de boucle, la permutation de boucles, les transformations
unimodulaires, le partitionnement et la parallélisation.

Nous introduisons ici quelques notations utilisées au cours du chapitre:

— TR(L): la transformation T R est appliquée a la boucle L;



— TRAP : utilisation de AD comme abstraction de dépendance pour la trans-

formation T'R;
— legal(TR,L): TR(L) est légale;

— legal(TR,L,AD): TRAP(L) est légale.

4.1 Légalité d’une transformation

Dans le but de mieux exploiter le parallélisme implicite d'un programme, on
transforme les boucles du programme. Ces transformations réorganisent les ins-
tances des instructions des boucles et mettent en évidence le parallélisme impli-
cite. Les dépendances sont utilisées pour tester la légalité de la transformation.
Une transformation est légale si 'exécution du programme modifié produit le
meéme résultat que l'exécution du programme initial. Autrement dit, le nouvel
ordre d’exécution des itérations et des instructions doit conserver toutes les dé-
pendances initiales (c’est a dire préserver la lexico-positivité des dépendances).
Nous distinguons, dans la suite de ce chapitre, trois types de transformation de
boucles.

Une transformation de reconstruction (notée T R,...ns) de boucles réor-
ganise les instances d’instruction des boucles en conservant toutes les relations
de dépendances
(ex. la distribution de boucles). Une transformation de réordonnancement
(notée T R,corq) est une transformation de reconstruction particuliére qui opere
sur les itérations du corps de boucles. C’est une bijection entre deux espaces d’ité-
rations dont les dimensions sont éventuellement différentes (i.e. e jm) (par
exemple, le strip-mining). Une transformation unimodulaire (notée T'Rimod)
est une transformation de réordonnancement particuliére qui correspond a une
bijection entre deux espaces de méme dimension. Elle peut étre représentée par
une matrice (i.e. I j”, Jm =M x f”) L’échange de boucles est un exemple
de transformation unimodulaire. Les différents types de transformation ont des

effets différents sur les instructions et les domaines d’itération des boucles:

— Une transformation de reconstruction transforme ’ensemble des instruc-
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tions S(;”) en un nouvel ensemble d’instructions S’(jm) ou S peut étre

différent de 5

— Une transformation de réordonnancement transforme 1’ensemble des ins-
- . . -2 N ~
tructions S(¢™) en un nouvel ensemble d’instructions S(3™) ou m peut étre

différent de n;

— Une transformation unimodulaire transforme I’ensemble des instructions

S(;”) en un nouvel ensemble d’instructions S(;”)

La relation d’inclusion existant entre ces différents types de transformation
est la suivante: T Rrccons O L' Breord O T Runimod.-
Nous présentons dans les trois sections suivantes les tests de légalité pour ces

trois types de transformation.

4.1.1 Transformations de reconstruction

La définition 4.1 exprime la condition pour qu’une transformation de recons-
truction soit 1égale. La définition 4.2 décrit ce test de légalité lorsqu’une abstrac-

tion des dépendances AD est utilisée.

Définition 4.1 Une transformation de reconstruction TR(L) est légale et notée

legal(TR, L), si pour toute dépendance SZ(;”) o* Sj({;n) existant dans L telle que
TR(Si(i") = Si(7™) et TRS;(7)) = Si(77"),
alors la condition S{(;m) = S;(j_;m) est vérifice.

Cette définition exprime que la lexico-positivité des dépendances doit étre
préservée. Elle peut étre employé si "abstraction des dépendances exacte DI est

utilisée. Pour une autre abstraction AD on utilisera:

Définition 4.2 Une transformation de reconstruction TRAP (L)1 est légale ct

notée legal(T' R, L, AD) si pour toute dépendance S; 6* S; de L telle que

-
!

Y (i,47) € DI,,.(AD)

1. La transformation T R est appliquée au nid de boucles L et ’abstraction des dépendances
AD est utilisée pour représenter les dépendances de L
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et TR(S,(i") = SIG™) et TR(S;(7)) = Si(77),

alors la condition S;(;m) = S}(j_;m) est vérifice.

Si une transformation de reconstruction T'R est légale d’apres la définition
4.2 alors la condition de 1égalité pour legal(T R, L) de la définition 4.1 est aussi
vérifiée; la proposition inverse n’est pas vraie. La condition 4.2 est suffisante mais

pas nécessaire pour tester la légalité d’une transformation.
Théoreme 4.1 legal(T R econs, L, AD) = legal(T Ryecons, L)

Preuve:

On suppose que TRAD (L) est légale d’apres la définition 4.2, alors

YV (7,7') € DIy (AD) avee TR(S:(i")) = SI(G™) et TR(S;(7)) = Si(j""),
la condition S;(;m) = S}(j_;m) est vérifiée.

Comme DI est la représentation des dépendances la plus précise,

— —
! !

DI C Dl (AD) et ¥ (i,7) € DI alors (i,1') € DI, (AD)

Nous déduisons que

V(i) € DI telque TR(S;(i")) = Si(7™) et TR(S;(7)) = Si(j),

la condition S;(;m) < Si(g" ) est aussi vérifice. O

4.1.2 Transformations de réordonnancement

Dans le cas des transformations de réordonnancement, les dépendances entre
références SZ(Z”) o* Sj({;n) correpondent aux dépendances entre itérations (Z” o* z_’m)
Une dépendance SZ(Z”) o* Sj(zT;n) entre deux instructions d’une boucle L sera sim-
plement représentée par une dépendance entre les itérations i <5 i'. Toutes les
dépendances entre les itérations de L peuvent étre caractérisées par un ensemble,
noté DI(L), contenant toutes les contraintes d’ordonnancement “~<;” entre les

itérations (indépendamment des instructions).

— - -

DI(L) = { (i, 13) 101 <5 iz < (3Si(i1) 6 Sj(i2)) A (i1 # 12) }
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La conservation de toutes les contraintes d’ordonnancement de DI(L) permet
de respecter toutes les dépendances entre instructions des boucles.
Les propositions suivantes decrivent les tests de 1égalité permettant d’appli-

quer une transformation de réordonnancement a un nid de boucles.

Proposition 4.1 Une transformation de réordonnancement T'R d’un nid de boucles

L est légale si et seulement si:
-

Y (i*,7") € DI(L) tel que TR(G") = 7™ et TRG™) = j™

oy 2, 2m ;oo
alors la condition 3™ < 3! est vérifice.
Preuve:

Une transformation de réordonnancement 1'R,..,q ¢tant une transfor-

mation de reconstruction particuliere, la définition 4.1 s’applique a

TRTBOTd: \V/SZ(ZH) 5* S](Z_;n) - L tel que
T Ryeora(Si(1")) = SI(G™) et T Ryeora(S;(i™)) = S1(7™) alors

legal(T Rycoras L) <= YS;(i") & S;(i") € L, SI(j™) < Si(j™)

Comme il s’agit d’une transformation de réordonnancement, S; et S;
appartiennent au méme nid de boucles imbriquées et S = 55, S] = S;.

Nous savons que

—=m

Si(i™) < S ) = (i™ < @ )V (@™ =7")A(S; avant S;)).

- -m

et Si(3™) < Si(77) = (7" < 7 OWV(G™ = 7T )AS; avant S;)).

— =N

Lorsque " = ¢/, apres réordonancement,

la contrainte (;m = j_;m) A (S; avant S;) est toujours vérifiée. On a

donc:
legal(T Ryeop, L) = ¥ Si(i") 67 S;(77), 7" 47 alors j™ < "
Ceci est équivalent a

legal(T Ryeora, L) <= Y i" <51 alors j" < j/
legal(T Rycopa, L) <= ¥ (i*,7") € DI(L) alors j™ < j° O
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Cette proposition peut étre employée si ’abstraction des dépendances DI(L)

est utilisée. Pour une autre abstraction AD moins précise que DI(L) on utilisera:

Proposition 4.2 Une transformation de réordonnancement T RAP (L) est légale

si el seulement si:

Vi <7 € DIy (AD)(L) tel que TRGY) = 7 et TRG") = "

o 2, -m s oo
alors la condition j™ < 3" est vérifice.

Preuve:

Une transformation de réordonnancement 1'R,..,q ¢tant une transfor-

mation de reconstruction particuliere, la définition 4.2 s’applique a

TRTBOTd :

legal(T Rycora, L, AD) <—
VY (dep = S; 6% S;), Y(i", ™) € DIy (AD)(dep) alors Si(7™) < Si(7™)
Z’n

.
Puisque toutes les dépendances intra-itération " = sont naturel-

lement respectées par une transformation de réordonnancement, on

peut les ignorer. On obtient donc pour R +* A

- - - -m

Si(j™) < Si((™) = ™= 7

D'ou legal(T Ryeord, L, AD) <—
Y (dep = S;: 6 S;), Y(i",7" ) € DI,y (AD)(dep), i" # i

2, -m
alors 3™ < 4/

Ceci est équivalent a

legal(T Ryeora, L, AD) <= Vi" <5i" € Dl (AD)(L) alors j™ < 77" O

Théoreme 4.2
legal(T Ryeoras L, AD) = legal(T Rreora, L)

Preuve:

Sachant que
legal(T Rycorgy L, AD) <= V1" <5i" € DI,,,(AD)(L) alorsj™ < j"
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et que DI(L) C DI, (AD)(L)
On a

—=m - —=m
! !

Vi" <s5i" € DIy (AD)(L) alors j™ < j/ == Vi" <si" € DI(L) alors j™ < j
D’ou:
legal(T Rycora, Ly AD) = legal(T Ryeord, L) O
4.1.3 Transformations unimodulaires

Une transformation unimodulaire est une bijection entre deux espaces d’ité-
ration de méme dimension I” et I"™. Elle peut étre caractérisée par une matrice
unimodulaire M ot # = M x i. La condition pour qu'une dépendance entre
deux itérations (u1,13) soit préservée apres une transformation unimodulaire ou
iy =M X1y, 15 = M x i}, est que ¢, > 1]. La méme relation de bijection existe
entre les deux espaces de distances de dépendance D" et D" correpondant. Si on

déﬁnitcf:ig—iletci;:ig—i’l,alorsc?:anTet

> = d >0

Pour une transformation unimodulaire, la préservation de la lexico-positivité
des dépendances selon D traduit donc aussi la conservation de la lexico-positivité
des dépendances entre les itérations de DI.

On peut utiliser un seul ensemble, noté D(L), pour caractériser tous les vec-
teurs de distance des dépendances entre les itérations du nid de boucles (indé-

pendamment des instructions).

- - -

DIL)y={d :d=i—1 & (i 633 )N (i1 #12))

Les propositions suivantes decrivent les tests de 1égalité permettant d’appli-

quer une transformation unimodulaire a un programme.

Proposition 4.3 Une transformation unimodulaire TR d’une boucle L est lé-

gale si et seulement si:

— -n

Vd" e D(L) | TRupimoald”) = d

alors la condition " > 0 est vérifice.
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Preuve:

Une transformation unimodulaire 1Ry ,imed €tant une transforma-
tion de réordonnancement particuliere, la proposition 4.2 s’applique
a T Rynimod :

Y (i",i") € DI(L) tel que TR(") = ;™ et TR(GI™) = j™

alors

legal(T Runimod, L) <= V(Z”, 7”) € DI(L) ,alors o< g
Comme il s’agit d’'une transformation unimodulaire, la dimension de
I’espace d’itérations ne change pas apres transformation et le change-
ment de base peut étre caracterisé par une matrice unimodulaire M

telle que:

- — —n

m=n et jm:Mxi”etf’m:Mxi’

Nous savons que

dn € D(L) < 3 (ann) € DI(L) avec gn =7 _
et TRynimoa(d") = d" = M -d" = 7" — jm. Dot j™ < j"" =

"> 0

On a I’équivalence :

V(i im) € DI(L) alors ;™ < 7 <= Yd" € D(L) | TRunimoa(d") = d"
alors d' > 0

Ce qui équivaut a

legal(T Rynimod, L) <~ = D(L) tel que TRynimoa(d") = d'
alors d >0 O]

Proposition 4.4 Une transformation unimodulaire TRAP(L) est légale si ct

seulement si:

- =n

Vd" € Dypr(AD) | TRunimoa(d”) = d

alors la condition " > 0 est vérifice.
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Preuve:

Une transformation unimodulaire 1Ry ,imed €tant une transforma-
tion de réordonnancement particuliere, la proposition 4.2 s’applique
a T Rynimod :

Y (i",7") € Dl (L) tel que TR(G™) = j™ et TRGE") = j™
alors

legal(T Rynimod, L, AD) <— ‘V’(Z”, 7”) € DIy (L) alors ;m =< j_;m
Comme il s’agit d’'une transformation unimodulaire, la dimension de
I’espace d’itérations ne change pas apres transformation et le change-

ment de base peut étre caracterisé par une matrice unimodulaire M :

m -Nn

m=mn el fm:MxZ” etj_; =M x
Comme d" € Dypr(L) = 3 (Z”,;'”) € DI, (L) avee dr =i
et TRuypimoa(d™) = & =M -d* = j" — ™
Alors, ;m ~< j_;m = d" >0
On a:
V(@ 7") € Dlypy(L) alors J7 < j1 <= Y d" € Dupe(L) | T Rumimoa(d®) = d'"
alors d > 0

Ceci est équivalent a:

- =n

legal(T Rynimod, L, AD) <—> Vd e Dopr(L) tel que T Rypimea(d™) = d'
alors d" >0 O]

Théoréme 4.3
legal(T Rynimod, L, AD) = legal(T Runimod, L)
Preuve:

Sachant que:
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—

legal(T Runimod, Ly AD) <= Yd" € Dapy(AD) | T Rupimoa(d™) =
d" alors d" > 0
et que D(L) C Dy (AD)(L).

—

On a vd" € Do (AD) | T Ruynimod(d"”) = 7" alors & > 0
— v Jn S D(L) / TRunimod(Jn) = Ci;n alors Ci;n >0

D’oti: legal(T Runimod, L, AD) = legal(T Runimod, L) O

4.2 Abstraction appropriée a une transforma-
tion

Rappellons l'ordre de précisions des 6 différentes abstractions des dépen-
dances:
DI DD > DP > DC D> DDV D DL (voir la section 3.6). Dans les proposi-
tions précédentes, nous avons proposé l'utilisation des répresentations DI ou D
(DI (AD) ou Dgpr(AD) pour une abstraction AD ) pour tester la légalité des
transformations. Cependant l'information contenue dans chacune de ces repré-
sentations de dépendances est parfois trop “riche” pour tester la légalité d’une
transformation. Elles contiennent plus d’information que nécessaire au test de
légalité, et une représentation moins précise, plus facile a calculer, peut étre uti-
lisée.

Nous introduisons maintenant les définitions et théoremes qui permettent de
définir les abstractions admissibles et minimales permettant de tester la légalité

d’une transformation 7'R.
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Définition 4.3 Soit AD, une abstraction moins précise que DI, et TR une

transformation de reconstruction. St pour tout nid de boucles L,
legal(TR,L,DI) = legal(TR,L,AD)

(ou —legal(TR,L,AD) = —legal(TR,L,DI))
alors labstraction AD est admissible pour tester la légalité de la transforma-

tion T'R.

Afin de prouver qu’une abstraction des dépendances AD est admissible pour
tester la légalité d'une transformation de reconstruction, on compare les résultats
des tests de légalité obtenus selon DI et AD. Pour une transformation unimodu-

laire, on compare les résultats des tests de légalité obtenus selon D et AD.

Théoreme 4.4 Soit AD, une abstraction moins précise que D, et T'R une trans-

formation unimodulaire. Si pour tout nid de boucles L,
legal(TR,L,D) = legal(TR,L,AD)

(ou —legal(TR,L,AD) = —legal(TR,L,D))
alors labstraction AD est admissible pour tester la légalité de la transforma-

tion T'R.

Preuve:

D’apres la définition 4.3 et la proposition 4.3,

legal(T Runimoda, L, DI) <= legal(T Rynimoda, L, D)

D est donc une abstraction admissible pour les transformations uni-

modulaires.

Soit D D AD tel que

legal(T Runimod, L, D) = legal(T Runimod, L, AD)
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Nous obtenons que:
legal(T Runimod, L, DI) = legal(T Runimod, Ly AD)

D’apres la définition 4.3, ’abstraction AD est donc admissible pour

tester la légalité de la transformation T'Ryimod- O]

Les abstractions admissibles pour chacune des transformations sont parfois
multiples. En fait, toute abstraction plus précise qu'une abstraction admissible

est aussi admissible pour cette transformation.

Théoreme 4.5 Soit AD une abstraction des dépendances admissible pour tester
la légalité d’une transformation TR, alors toute abstraction AD; | AD; D AD,

est aussi admissible pour tester la légalité de la transformation T'R.
Preuve:

Sachant que AD est admissible pour TR(L) et que AD; D AD.
D’apres la définition 4.3,

legal(TR,L,DI) = legal(TR,L,AD)

D’apres la définition 4.2,

legal(TR,L,AD) < ¥ (i,i') € DI,,,(AD) avec TR(S:(i")) = S!(j™) et
TR(S;(7)) = S477"), alorsSi(3™) < Si(5"").

Comme AD; D AD,

—
!

Y (1,1) € DIy (AD;) alors (i,i) € DI,y (AD)

Nous déduisons que

Y (1,7) € DIy (AD;) avec TR(S:(i")) = Si(j™) et TR(S;(7)) = Si(77 ),
alors S{(;m) < S;(j_;m)

Ceci est équivalent a legal(TR,L,AD) = legal(TR,L,AD;).

Dou legal(TR,L,DI) = legal(TR,L,AD;).

D’apres la définition 4.3, AD; est donc admissible pour tester la léga-

lité de la transformation T'R. g
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Puisqu’il existe éventuellement plusieurs abstractions admissibles pour une
transformation, il est intéressant de trouver celle d’entre elles qui a la précision
minimale, c’est a dire la précision nécessaire minimale pour pouvoir tester si la
transformation peut étre appliquée légalement. Nous définissons ci-dessous une

abstraction minimale.

Définition 4.4 Soit AD1 une abstraction admissible pour la transformation TR
et AD2 telle que ( AD1 D AD2 et -3AD3 / AD1 > AD3 D AD2).
Si AL telle que legal(TR, L, AD1) N =(legal(T'R, L,AD2)) alors labstraction

AD1 est minimale pour tester la légalité de la transformation TR.

Nous étudions, dans la section suivante, les abstractions des dépendances ap-
propriées pour les transformations de réordonnancement telles que: 'inversion
de boucle, la permutation de boucles, les transformations unimodulaires, le par-

titionnement et la parallélisation.

4.3 Abstractions approppriées aux transforma-
tions de réordonnancement

Pour réordonnancer les itérations d’une boucle, on doit conserver toutes les
dépendances entre itérations Z_{ = i;., I'itération @: doit etre ordonnancée avant
Iitération 5. Les transformations de réordonnancement ne prennent en compte
que les dépendances sur les itérations, nous nous intéressons donc, dans cette
section, uniquement aux contraintes caractérisant les itérations dépendantes, in-
dépendamment des instructions. Cette particularité des transformations de réor-
donnancement nous permet de représenter toutes les dépendances des itérations
par un seul ensemble de dépendances AD(L) qui est égal a 'union de toutes les
dépendances entre instructions représentées par AD .

Nous présentons maintenant les opérations permettant de faire I'union des
dépendances existant au sein du nid de boucles pour chaque abstraction des dé-
pendances: DI(L), D(L), DP(L), DC(L), DDV (L), et DL(L). On suppose, dans
la suite, qu’un nid de boucles L porte k dépendances dep;, AD(dep;) correspond

a I'abstraction par AD de la i-eme dépendance.
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(1) DI(L) = {Urcise DI (dep:)}
() D(L) = {Urcick D(deps)}
(3) DDV (L) = {Ui<i<x DDV (dep;) }
(4)  DL(L) = {Urcise DL(dep:)}
(5) DP(L) = (U;DP;)i<j<n [ n <k, et U;DP; C Conv(Ui<i<p DP(dep;))
(6.1) DC(L) = (UiDCi)rcjcn | n <k, et UiDC; C Conv(Urcick DC(dep;))
(6.2) DC(L) = (U;DC;)si DP(L) = (U;DP;) avec

DC; = ({877}, {({B U (S} D)) et

DP; = ({87}, {R™}, {DI})

L’union des dépendances dep; représentées par DI, D ou DL est égale a
I'union des éléments apartenant a chacun des ensembles DI(dep;), D(dep;) et
DL(dep;).

Les unions légales de dépendances représentées par des DDV sont illustrées
par la figure 3.6 dans la section 3.4.

L’union des dépendances dep; représentées par deux DPs ou deux D('s peut
étre remplacée par leur enveloppe convexe sous condition que I'enveloppe convexe
des dépendances soit égale a ’ensemble des combinaisons convexes de ses élé-
ments. Lorsque ’enveloppe convexe de 'union des polyedres contient des éléments
qui ne sont pas des combinaisons convexes, DP(L) et DC(L) sont composés de
plusieurs petits polyedres lexico-positifs.

DC(L) peut se calculer de deux manieres différentes, par I'union de
DC(dep;)(1 <@ < k) et par DP(L).

Les polyedres résultant du calcul de DP(L) et DC(L) possedent des éléments
redondants. Des algorithmes qui permettent d’éliminer les redondances dans un
polyedre sous la forme de systeme générateur sont présentés dans [Schr86].

Nous avons les mémes relations entre les éléments représentés par D(L),
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DP(L) et DC(L) que celles qui existent entre D(dep), DP(dep) et DC(dep).
Plus précisément, les éléments de D P(L) sont des combinaisons linéaires convexes
de D(L) et ceux de DC(L) des combinaisons positives linéaires des éléments de
D(L).

Nous présentrons maintenant les quatre transformations de réordonnancement
les plus classiques : ['inversion de boucle, la permutation de boucles, la transforma-
tion unimudulaire, le partitionnement et la parallélisation. Pour chacune d’elles
nous présenterons: sa déscription, son effet sur le vecteur de distance cZ; I’abs-

traction des dépendances la plus appropriée et le test de légalité associé.

4.3.1 Inversion de boucle (loop reversal)

L’inversion de boucle inverse simplement 'ordre d’exécution des itérations

d’une boucle. C’est une transformation unimodulaire élémentaire.

Spécification:
Invers g (I, 13, ...,1,) inverse la boucle [.
do il = 1,U1 do il = 1,U1
do ikzl,uk do ik:uk,l,—l
—
do 2, =1,u, do 2, =1,u,
corps (I) corps (I)

enddo enddo

enddo enddo

Effet de la transformation sur d:

- -

st d=(dy,...,dy,...,dy), Invers i (d) = (dy,...,—dg, ..., d,)

Test de légalité:

legal(Inversg, L) <— vd € D(L),(dy,...i—dpy ..., d,,) >0
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L’abstraction admissible et minimale pour pouvoir effectuer légalement cette

transformation est: DL

Preuve:

1. DL admissible:
Supposons qu’il existe une boucle L telle que InversPl x (L) soit
illégale. Alors:
Vke DL(L) , 3de D(L) | d=(0,0,...,0,dy, %, ....%) (dx > 0)
et d' = Invers g (af) =(0,0,...,0, —dg, %, .., %) < 0
d <0 = Invers? K (L) est illégale.
Comme D D DL, DL est admissible pour 'inversion de boucle.

2. DL minimale:
Sachant que DL est admissible pour 'inversion de boucle. Nous mon-
trons ici que I'abstraction DL est aussi minimale pour tester la légalité
de I'inversion de boucle, en prenant un exemple pour lequel la légalité
est donnée par DL et indéterminée pour ’abstraction moins précise L
moins précise que DL 2.

Soit L une boucle telle que DL(L) = {p},p#k

(a) DL(L) = {p} = Vd € D(L),d = (0,0,...,0,d,, , ... %) (d, > 0)
p#*k = Invers g (af) =(0,0,...,0,d,,*,....,%) >0
— Invers 2L (L) est bien légale

(b) Pour L, nous n’avons aucune information sur cf, la k-ieme com-

posante de cfpourrait étre positive. Il pourrait exister un vecteur

d e D(L),

d=1(0,0,....0,dg,*,...,%) (dr, > 0) et Invers g (d) < 0.
=  Inverst g (L) est illégale.

Puisque DL D1, DL est minimale pour I'inversion de boucle.

Test de légalité associé a ’abstraction minimale DL :

legal(Invers g, L) <= k& DL(L)

2. 1 signifie que I’on ne dispose d’aucune information
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4.3.2 Permutation de boucles

La permutation de boucles échange ’ordre d’exécution des boucles. C’est aussi
une transformation unimodulaire élémentaire. .’échange de boucles est une per-

mutation particuliere qui n’echange que deux boucles.

Spécification:

Perm p (L) effectue une permutation P des boucles de L, L' = (1,1, Lyja)s -+ Lpjn])

do 21 =1,uy do i,y = 1, upp
do 21 = 1, uy do i,y = 1, upp
—
do ¢, = 1, uy, do ip[n] =1, Up[n]
corps (I) corps (I)
enddo enddo
enddo enddo

Effet de la transformation sur d:

—

sid=(dy,....dy,....d,), & = Perm p (d) = (dpp, s dofigs -+ dpfn)
Test de légalité:

legal(Perm P, L) <~ VCZE D(L), (dp[l], ...,dp[k], ...,dp[n]) >0

L’abstraction admissible et minimale: pour pouvoir effectuer 1également cette

transformation est: DDV

Preuve:

1. DDV admissible:
Supposons qu'il existe une permutation P telle que PermBPV (L) soit
illégale.
Alors 3ddv € DDV(L) |/ Perm p (dc?v) < 0.
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—

— 3d e D(L) / ¢(d) = ddv et Perm p ((d)) = Perm p (ddv) < 0

ou
< stax>0
() = > stx <0
= stx=0
Comme Perm p (;/)(cf)) = ¢ (Perm p (_3) = Perm p (af) <0
= PermB(L) est illégale
Comme D D DL, DDV est donc admissible pour la permutation de

boucles.

2. DDV minimale:
Sachant que DDV est admissible pour toute permutation de boucles
et que DDV O DL, nous montrons ici que ’abstraction DDV est
aussi minimale pour tester la légalité de la permutation de boucles,
en prenant un exemple pour lequel la 1égalité est donnée par DDV et
indéterminée pour une abstraction moins précise D L.
Soit L = (I1,1s,13) un nid de boucles tel que:
1) DDV (L) ={(<,=,>) }
i) DL(L)={1}
Soit P la matrice de permutation, P=(2,1,3).
(a) DDV (L) ={(<,=,>)} =
Vd = (dy,dy,ds) € D(L) : dy > 0,dy = 0,d5 < 0.
Perm(cf) = (dy,dy,d3) >0 == PermBPV(L) est légale
(b) DL(L)={1} = 3d e D(L) | d=(dy,*,+) et dy > 0.
Perm(cf) = (*,dy, %)
N’ayant aucun renseignement sur la premiere composante de Perm( _},
DL

qui peut étre négative, nous en déduisons que Permp”(L) est illé-

gale.

Puisque DDV D DL et que DL est I'abstraction la plus proche de
DDV dans la hiérarchie des précisions des abstractions, DDV est
minimale pour toute permutation de boucles.

Test de légalité associé a ’abstraction minimale:

legal(Perm p, L) <— Vddv € DDV(L), Perm p (dc?v) >0
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4.3.3 Transformation unimodulaire

. . . .. . '
Une transformation unimodulaire est une bijection d’un espace [" dans ["

qui peut étre caractérisée par une matrice unimodulaire.
Spécification:

TU a (L) effectue une transformation unimodulaire définie par la matrice

M dont le déterminant | M | est égal a 1 ou —1.

do 2, = 1,uy do o) = I}, u}
do t = 1,ug do ), =1}, u}
fr— ..
do 7, = 1,u, do o =1 ul
corps (/) corps ()
enddo enddo
enddo enddo
ou I' = M x I. Les nouvelles bornes peuvent étre calculées a partir du

systeme linéaire suivant :

AxI<B
I=GxT
G=M"1

ou A, B sont deux matrices définissant les bornes de [I. G, I'inverse de
la matrice M, est la matrice de la changement de base. Un algorithme
permettant de calculer les nouvelles bornes de boucles a été proposé dans

[Irig88b], il a été implanté dans PIPS dans le cadre de cette these.

Effet de la transformation sur d:

—

& = TU y(d) = Mxd

Effet sur AD (AD C D): Soit P(AD) = (5, R, D) le polyedre représentant les
dépendances comprises dans AD € (DP, DC, DDV, DL). Alors

TU y (P(AD)) = M x P(AD) = (M x S, M x R, M x D)
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Test de légalité:

legal(TU ar, L) < ¥Yde D(L), M xd >0

Test de 1égalité associé a ’abstraction AD (AD C D: Soit P(AD) = (S, R, D)
le polyedre représentant les dépendances comprises dans AD € (DP, DC, DDV, DL).

legal(TU », L, AD) <= M x P(AD)>0

L’abstraction admissible et minimale: pour pouvoir effectuer 1également cette

transformation est: DC

Preuve:

1. DC admissible:
Supposons que TUP y; (L) soit légale, alors
vde D(L), d=TU y (d)= Mxd>0
Vde € DO(L), de= (Ady+ .4 Ady)) A (A >0, S5, A > 1)
dot der = TU y (de) = M x (Mdy + oo+ Mudy)
A >0 = de' > (X0, M) x (ming(M x d;))?
S N> 1 = d¢ > min(M x d;) > 0
TU® (L) est aussi légale.
D’apres le théoreme 4.4, DC' est admissible pour toute transformation

unitmodulaire.

2. DC minimale :
Sachant que DC' est admissible pour toute transformation unimodu-
laire et que
DC D DDV dans la hiérarchie des précisions des abstractions des dé-
pendances présentée, nous montrons ici que ’abstraction DC' est aussi
minimale pour tester la légalité d’une transformation unimodulaire,
en prenant un exemple pour lequel la légalité est donnée par DC et

indéterminée pour une abstraction moins précise DDV

3. ol min;(list de vecteurs) est le vecteur minimal lexicographique
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Soit L = (l1,1l3) un nid de boucles et un ensemble de dépendances
représentées par les deux abstractions suivantes

i) DO(L) = ({(2,~1)}, {2, ~1), (1,0)},0)

iii) DDV (L) = {(<,>)}.

Un tel cas correspond, par exemple, a une dépendance constante.

Soit TUp (L) la transformation unimodaire définie par la matrice:

1 1
(4 1)
(a) DO(L) = ({(2,-1)},{(2,-1),(1,0)},0)
M xDC(L) = ({(1,-D}{(1,-1),(1
= TUPY 5y (L) est légale
(b) DDV(L) = {(<,>)}, P(DDV) = ({(1, 1)}, {(1,0), (0, 1)}, )
TU \ (DDV) = MxP(DDV) = ({(0, 1)}, {((1,0), (~1,~1)},0)
— ~(TU  (DDV) > 0)
= TUPPY 5, (L) est illégale.

L)1, 0) >0

Comme DC D DDV et que DDV est 'abstraction dont la précision
est la plus proche dans la hiérarchie des précisions des représentations
des dépendances, DC' est minimale pour toute transformation unimo-

dulaire.

Test de légalité associé a ’abstraction minimale:

Soit DC(L) = (UlgingCi)a legal(TU M, L) < /\lgigk(M x DC; > 0)

4.3.4 Partitionnement de boucles (tiling)

Le partitionnement d’un nid de boucles de dimension n découpe le domaine
d’itérations par p familles d’hyperplans paralleles. La forme et la taille des blocs
de partitionnement sont définies par p vecteurs rationnels H = (h_;,h_;, ...,h_;)
tels que les p plans sont respectivement orthogonaux aux p vecteurs de H. Cette

transformation est une bijection d'un espace I" dans I"*?. Nous considerons,
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dans la suite de cette section, le cas le plus géneral ou p = n.

Spécification:

Party(L) effectue un partitionnement caractérisé par H d’un nid de boucles

L.

do 1ty = tly, tuy
do 21 =1,uy ..
. do t, =tl,, tu,
do 1 = 1, uy do ly = 11y, luq

do 1, =1,u, — do i, =1, lu,
corps ([) corps (IL)
enddo enddo
enddo enddo
enddo enddo
enddo

Test

Deux itérations de ’espace initial 7y, 7, appartiennent au méme

bloc (tile) si et seulement si [IrTr88a]

(Lhy % i1], [ha X i1]s oy [ho X in]) = ([hy X 2], [ha X i2], ooy [ X 42])

de légalité: Apres partitionnement, le réordonnancement s’effectue a deux
niveaux. Il faut un ordonnancement au niveau des blocs de partitionnement
et un ordonnancement des itérations contenues dans chacun des blocs. Pour
un bloc, les relations de dépendances entre les itérations qu’il contient sont
sans cycle. Il existe donc toujours une réordonnancement des itérations a
I'intérieur d’un bloc conservant toutes les relations de dépendances des ité-
rations. L’existence d’un réordonnancement possible des blocs impose de
méme que les relations des dépendances entre les blocs soient partielles (ou
que Iexécution du bloc soit atomique). Deux conditions admissibles ont été

proposées dans la littérature [[rTr88a).
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Un partitionnement défini par H est 1égal (legal(Party, L)) si une

des deux conditions suivantes est vérifiée?:

Vvde D(L), H-d>0 (1)

Vde D(L), H-d<0 (2)

Test de légalité associé a Pabstraction AD (C D): Soit P(AD) = (S, R, D)
le polyedre représentant les dépendances comprises dans AD € (DP, DC, DDV, DL).

(H-P(AD)>0) V (H-P(AD)<0) = legal(Party, L, AD)

Description des conditions H - DC(L) >0 et H-DC(L) <0:

1. H-DC(L) > 0 si et seulement si les conditions suivantes sont vérifides :

VDC; € DC(L) avec DC; = ({5}, {r}, {di}),

~ Vs, H'Sizﬁa
*\V/T]‘, H‘TjZﬁa
-~ Vdy,, H-dy=0,

2. H-DC(L) < 0 si et seulement si les conditions suivantes sont vérifides :

VDC; € DC(L) avec DC; = ({5}, {r}, {di}),

~ Vs, H'5i§67
*\V/T]‘, H'Tjgﬁ,
- Vd,, H-dy=0,

L’abstraction admissible et minimale: pour pouvoir effectuer 1également cette

transformation est: DC

Preuve:

1. DC admissible:

Supposons que Parth(L) soit un partitionnement légal pour lequel D

4. “>(” implique que chaque élément est supérieur ou égale a 0
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satisfait la condition (1) ci-dessus. Alors,

vde D(L), H-d>0

Pour de € DC(L), de= (Mdy + .+ \odi) (A >0, TE, 0> 1)
H-de=(MH di+ ...+ \H - dy)

N> 0= H-de> (S5, \) - (ming(H - d)))

SN > 1= H-de>min(H-d;) >0

D’apres la condition (1), PartD(L) est aussi 1égal.

D’apres le théoreme 4.4, DC' est une abstraction admissible pour le

partitionnement de boucles.

. DC minimale:

Sachant que DC est admissible pour le partitionnement de boucles et
que DC D DDV, nous prenons ici un exemple pour lequel la léga-
lité du partionnement est donnée par DC' et indéterminée pour une

abstraction moins précise DDV,

Soit L = (l1,1l3) un nid de boucles et un ensemble de dépendances
représentées par les deux abstractions suivantes
i) DO(L) = ({(1, 1)}, (1,00, (1, 1)} 0)
i) DDV(L) = (<, <) = ({1, 1)} 4(1,0), (0,1)},0)
et illustrées par les figures 4.1 (a), (b).
Soit le partitionnement défini par H = (hq, h2), by = (1/3,—=1/3), hy =
(1/3,0)
(@) DE(E) = {1010}, (0,00, (1,110}
— H-DC(L) = ({(0,1/3)},{(1/3,1/3),(0,1/3)},0)
Commes; et r; € H-DC(L) >0 et que dy =) = H-DC(L) >0
D’apres la condition (1) du test de légalité, PartDC(L) est 1égal.
(b) DDV(L) ={ (<, <) } = ({(L,1)},{(1,0),(0,1)},0)
= H-DDV(L) = ({(0,1/3)},{(1/3,1/3),(=1/3,0)},0)
(s1=(0,1/3) > 0) Ary = (—1/3,0) < 0)
— —(H-DDV(L) <0)A~(H DDV (L) > 0)
ParthPV (L) est donc illégal.
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Les relations de dépendances entre les blocs associés a DC(L) et

DDV (L) sont illustrées par les figures 4.1 (c), (d).

Puisque DC' D DDV, DC est minimale pour tout partitionnement de

boucles

Test de légalité associé a D(':
(M<i<i(H - DC; > 0)) V (Aric(H - DC; < 0)) = legal(Party, L)

4.3.5 Parallélisation de boucles

La parallélisation est une transformation unimodulaire particuliere T'Uys ou
M est la matrice unité. Elle revient a projeter les dépendances sur un sous-espace

ne comportant que les boucles séquentielles.

Spécification:
Para py (L) parallélise le nid de boucles L selon le vecteur de parallélisation
PV = (pv[l],pv[2], ..., pv[n]) dont les indices spécifient les boucles a paral-

1éliser :

(k] = 0 la k —1eme boucle est parallele
PPUT =1 la k — seme boucle est sequentielle

Le nid de boucles apres parallélisation est illustré par la figure suivante, ou

doy = { doall si pv[k] = (1)

do st po[k] =
do il = 1,U1 dOli il = 1,U1
do Zk = 1,uk dOljlC Zk = 1,uk
fr— ..
do 1, = 1,u, doy 1, = 1, u,
corps (I) corps (I)
enddo enddoy,
enddo enddoli
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Y

di > di

(a) DC (L) (b) DDV (L)

> i > i

(c) Le partitionnement correspondant & DC(L) (d) Le partitionnement correspondant & DDV(L)

Note: ——»  représente la relation de dépendance entre les blocs.

- - --» représente la relation de dépendance entre les itérations.

Fig. 4.1 - Le partitionnement H = ((1/3,—1/3/),(1/3,0)) selon DC(L) et
DDV(L)
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Effet de la transformation sur d:

st J: (dl, ...,dk, ...,dn), Para pv(cf) = PV x J: (dil, ...,dik, ...,dim)
ol 21, ..., 1%, 1, sont les indices des boucles séquentielles.

Test de légalité:

—

legal(Part py, L) <— vd € D(L), Para py(d) >0

L’abstraction admissible et minimale: pour pouvoir effectuer 1également cette

transformation est: DDV

Preuve:

1. DDV admissible:
Supposons qu'il existe une transformation PV telle que ParaPPV py (L)
soit illégale.
Alors, 3ddv € DDV (L) | PV x ddv < 0.
— 3d e D(L) [ ¢(d) = ddv et PV x (¢(d)) = PV x (ddv) < 0 oit

< stx>0
() = > stx <0
= stx =0

- -

Comme PV x (;/)(cf)) =¢(PV x (d)) = Para py(d) <0
= Para® py(L) est illégale.

2. DDV minimale:
Sachant que DDV est admissible pour tester la légalité d’une paral-
lélisation et que DDV D DL, nous montrons ici que "abstraction
DDV est aussi minimale pour tester la légalité de la parallélisation de
boucles, en prenant un exemple pour lequel la 1égalité est donnée par
DDV et indéterminée pour une abstraction moins précise D L.
Soit L = (I1,13) un nid de boucles dont les dépendances sont représen-
tées par les deux abstractions suivantes:
) DDV(L) = {(<, <)}
i) DL(L)={1}
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Soit PV le vecteur de parallélisation: (0, 1) spécifiant que la boucle [y
est parallele et que la boucle /5 est séquentielle.
(a) DDV (L) ={(<, <)} =
Para py(DDV (L)) = PV x DDV (L) ={(<)} >0
= ParaPPV py (L) est 1égale.
(b) DL(L)={1} = 3de D(L) | d=(dy,*) et dy > 0.
Para pv(af) = (%)
N’ayant aucun renseignement sur la seule composante de Para pv(af),
qui peut étre négative, nous en déduisons que ParaPl py (L) est

illégale.

Puisque DDV D DL et que DL est 'abstraction des dépendances la
plus “proche” en précision de DDV, DDV est minimale pour toute

parallélisation de boucles.

Test de légalité associé a ’abstraction minimale:

legal(Para py, L) < Yddv € DDV(L), Para pv(dgv) >0

4.4 Conclusion

Nous avons introduit, dans ce chapitre, la condition nécessaire et suffisante

d’utilisation d’une abstraction AD pour tester la légalité d’une transformation

T R. Nous avons montré que 'abstraction admissible et minimale

pour toute inversion de boucle est DL,

pour toute permutation de boucles est DDV,
pour toute transformations unimodulaire est DC',
pour tout partitionnement (i.e. tiling) est DC,

pour toute parallélisation de boucles est DDV,

L’abstraction DL est généralement utilisée pour appliquer 1également la dis-

tribution de boucles car des graphes de dépendances de profondeurs différentes

sont utilisés.
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La transformation Loop skewing est toujours légale [Wolf89], mais modifie la
représentation des dépendances. Pour que I’échange de boucles apres une loop
skewing permette 'obtention d’'un ordonnancement optimal, la représentation
des dépendances doit étre précise. Quand la distance de dépendance n’est pas
constante, le DDV est souvent utilisé [Wolf90], cependant DC' est la représenta-
tion minimale et admissible car le loop skewing est une transformation unimodu-
laire particuliere.

Certaines transformations ont besoin d’informations particulieres pour pou-
voir étre effectuées légalement. La fusion de boucles a besoin de connaitre les
dépendances sur les deux boucles devant étre fusionnées [Wolf91la]. La transfor-
mation Index set splitting a besoin de 'information : crossing threshold indiquant
la valeur du point ou 'on effectue la scission du domaine [AlKe87].

Une dépendance résultant d’une réduction doit étre traitée de maniere particu-
liere car 'ordre d’exécution des opérations effectuant cette réduction n’influence
pas le résultat. Le fait de savoir que la dépendance correspond a une réduction
permet d’effectuer certaines transformations telles que: I'inversion de boucle et
I’échange de boucles puisque le signe de la dépendance est sans importance. Il en
est de méme pour des opérations qui conduisent a ce type de dépendances. Les
abstractions que nous avons présentées ne possedent pas cette information. Il est
possible de représenter une réduction R par un DDV étendu en élargissant 1’en-
semble des éléments qu'un ddv peut prendre a {<,=,>, < > x R} [Wolf91a).
Cependant, il apparait impossible de représenter 'information d’une réduction
sur une (ou plusieurs) boucle(s) par un DC, car ce type d’information ne s’ex-

prime pas par un polyedre.
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Chapitre 5

Réordonnancement mono et
multidimensionnel d’un nid de
boucles

Plusieurs types de parallélisation d’un programme sont possibles, entre autres,
il peut étre parallélisé au niveau des itérations ou des instructions. Rappelons que
nous nous intéressons dans cette these a la parallélisation des itérations des nids
de boucles du programme.

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté les algorithmes de calcul
des dépendances, les différentes abstractions utilisées pour les modéliser et les abs-
tractions les plus appropriées a certains types de transformation. Pour exploiter
au mieux le parallélisme implicite d’un programme une série de transformations
est en général appliquée a ce programme. Une version parallele est ensuite déduite
de ce nouvel ordonnancement des boucles.

Nous avons vu dans le chapitre 4, que les transformations unimodulaires
étaient tout particulierement intéressantes pour la parallélisation des itérations.
L’ensemble de ces transformations peut étre caractérisé par une seule matrice
unimodulaire. Le calcul d’une matrice unimodulaire permettant d’obtenir une
parallélisation optimale d’un nid de boucles est plus simple que la recherche d’un
ordre optimal a ’application d’une série de transformations. La méthode hyper-
plane est une méthode de parallélisation basée sur les transformations unimodu-
laires. L’exemple 1.5 illustré dans le chapitre 1 montre qu’elle est plus efficace que

la méthode d’Allen & Kennedy. L’étude des méthodes de réordonnancement par



application de transformations unimodulaires est donc importante. Nous présen-
tons, dans ce chapitre, ce type de méthodes.

La parallélisation correspond a un probleme de réordonnancement des ité-
rations d’un nid de boucles, conduisant a leur exécution parallele. Définir 1’or-
donnancement d’un nid de boucles de dimension n consiste a trouver une base de
temps de dimension p et une base d’espace de dimension ¢ telles que n = p+¢. Un
ordonnancement de dimension p pour un nid de n boucles correspond a la géné-
ration d’un nouveau nid de boucles ou les p boucles externes sont séquentielles et
les n — p boucles internes paralleles. Dans ce chapitre, nous présentons comment
trouver un ordonnancement mono-dimensionnel et bi-dimensionnel en fonction
de P'abstraction DC' des dépendances contenues dans ce nid de boucles. Nous
supposons, dans ce chapitre, que les boucles devant étre parallélisées sont des
boucles imbriquées et que 'espace de vecteurs de distance de dépendance est full
dimensionnel [Ir'Tr88b]. Lorsque 'espace des vecteurs de distance de dépendance
n’est pas full dimensionnel, il existe des boucles naturellement paralleles, pour
lesquelles les projections sur les vecteurs de distance sont nulles ou ont des DDV
égaux a “=". Dans ce cas, on déplace ces boucles paralleles a I’extérieur, pour se

ramener a un espace de vecteurs de distance de dépendance full dimensionnel.

5.1 Ordonnancement linéaire mono-dimensionnel

Un ordonnancement linéaire mono-dimensionnel d’un nid de n boucles cor-
respond a un ordonnancement des boucles de maniere a ce que ’ensemble des
dépendances soient portées par la boucle la plus externe (qui correspond a la di-
rection de I'ordonnancement), les (n-1) autres boucles étant paralleles. Ce type
d’ordonnancement caractérise la méthode hyperplane: I'ordonnancement linéaire
est défini par un vecteur ﬁ, les itérations paralleles Zappartiennent a des hyper-

P . N . .
plans, vérifiant -7 = ¢, qui sont orthogonaux a la direction de I’ordonnancement.
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Le schéma parallele d’un ordonnancement mono-dimensionnel est le suivant :

DO ¢ =1, u}
DOALL ¢}, = [, u},

DOALL ¢/ = I' /.
corps ()
ENDDOALL

ENDDOALL
ENDDO
Un ordonnancement linéaire mono-dimensionnel est caractérisé par un vec-
teur affine & donnant la direction de I’hyperplan séquentiel. Lorsqu’on trouve un
ordonnancement légal ﬁ, la génération du code parallele, précédemment présenté,

.
foumy =h (et ou

revient a calculer une matrice unimodulaire M = (myq,...m,)
la transformation du nid de boucles est représentée par I’ = M x I) et a calculer
les bornes des nouveaux vecteurs de base. Un algorithme permettant de calculer
la matrice de changement de base M a partir du vecteur d’ordonnancement h
et d’obtenir les nouvelles bornes des boucles a été proposé par F. Irigoin dans

[Irig88b]. Cet algorithme a été implanté dans PIPS dans le cadre de cette these.

5.1.1 Ordonnancement linéaire légal

Un ordonnancement / est 1égal s’il satisfait pour tout vecteur de distance de

dépendance :
vde D, h-d>1 (5.1)
L’ensemble des ordonnancements légaux H selon D est défini par:
H = {h: YdeD, h-d>1} (5.2)

Les abstractions des dépendances DC' et DP étant plus faciles a calculer et

plus compactes que D, nous introduisons les ordonnancements légaux selon DC'

et DP.
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[’ensemble des ordonnancements légaux H P (respectivement HC') selon DP

(respectivement DC') est défini par:

HP = {hp: YdeDP, hp-d>1} (5.3)

—

HC = {hc: Yde DC, hc-d>1} (5.4)

L’ensemble des ordonnancements légaux H DV selon DDV est défini par:
HDV = {hv: Yd € Dy (DDV), hv-d>1} (5.5)

L’ordonnancement H P défini en (5.3) est équivalent a I'ordonnancement H
défini en (5.2) (i.e. H = HP) (voir [Irig88a]). La représentation DP peut donc
étre aussi utilisée pour calculer un ordonnancement linéaire mono-dimensionnel
légal, sans aucune perte de parallélisme. L’utilisation de DC', tel qu’il est défini
dans [[rTr88b] (noté DAC), ne conduit pas toujours a un ordonnancement linéaire
optimal (certaines boucles pouvant étre séquentielles alors qu’elles peuvent étre
parallélisées). La nouvelle formulation de DC' que nous avons proposée en 3.4 per-
met de résoudre ce probleme. Nous illustrons cette amélioration avec I’exemple
5.1. En tenant compte de cette nouvelle définition, ’abstraction DC' peut étre
aussi utilisée pour calculer un ordonnancement linéaire mono-dimensionnel légal,
sans perte de parallélisme (i.e HC' = H, voir le théoreme 5.1). Par contre, I'uti-
lisation de I’abstraction DDV, pour calculer un ordonnancement linéaire mono-
dimensionnel 1égal, peut conduire & une perte de parallélisme (i.e. HDV C H,

voir I'exemple 5.1).

Théoreme 5.1 [’ensemble des ordonancements linéaires légaux pour DC (3.4)

est €gal a l'ensemble des ordonnancements linéaires légaux pour D.

Preuve

(1) Comme D C DC, d’apres les définitions (5.2), (5.3) et 3.4 on a
aussi HC C H.

2) Pour prouver que H C HC', il suffit de prouver que chaque vecteur

—

h de H est aussi un élément de HC .
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Soit h € H. D’apres la définition (5.2),
vdeD, h-d>1
Soit d un vecteur quelconque de DC'. D’apres la définition 3.4,
J:ixicfimizm zijiy
i=1 i=1

Alors,
k k

= S Nh-di > (30 N) x (min(h - d;))
Puisque S35, Ay > 1,
h-d > mln(/_z)cZ;) > 1
% est donc aussi un élément de HC

Résultant de (1) et (2), HC est égal & H. O

L’ensemble des ordonnancements linéaires légaux H selon D peut étre repé-

senté par un polyedre (voir [IrTr88b]):

Théoreme 5.2 L’ensemble des ordonnancements linéaires légaux H selon D est

un polyédre déduit des systémes générateurs de DP ou DC (soit ({3 }, {r; },
{dv })):
1. SivVi § # 0, H est défini par:

Vi, h- s> 1
Yy, h-7; >0
Yk, h-dy =0

2. si3i 5 =0 el sl 'existe aucune droite (|{d_;;}| =0) alors il n’y a pas de so-
lution a la condition (5.1). Le cas d’un sommet nul illustre une dépendance
sur une méme itération, et ce type de dépendance est conservée naturelle-
ment par toutes les transformations de réordonnancement. Elle peut donc

étre ignorée. Le systeme H se définit alors par:



3. Sinon H = 0.

Lorsque les dépendances représentées par des DDV s sont traduites sous forme
d’un ensemble de dépendances D, (DDV), defini par un systeme générateur,
I’ensemble des ordonnancements linéaires légaux H DV peut étre calculé de la
meéme maniere que HP et HC'. La conversion des DDV's sous forme de systeme
générateur a été étudiée dans le rapport [Irig88al.

Nous supposons, dans la suite, que I’exécution d’une itération prend une unité
de temps et que le nombre de processeurs disponibles pour 1’exécution des taches
paralleles est illimité. L’ordonnancement optimal est défini comme étant celui qui
minimise le temps d’exécution total des boucles. Comme le temps d’exécution
entre deux itérations ¢y et i3 est |h - (i; — 23)], une des conditions pour I'obtention

d’un ordonnancement optimal h,pp, est:
hoptim = min(max(h - (iy —12))) :h € H, 11,15 € ["

5’1l existe des parametres au sein du domaine d’itérations [, I’algorithme du

simplexe parametré PIP [Feau88] est applicable.

5.1.2 Exemple

Nous illustrons ici, sur ’exemple 5.1, la recherche (1) de I’ensemble des ordon-
nancements linéaires légaux selon les différentes abstractions: DC', DAC, DDV,

(2) et le code parallele généré avec un ordonnancement qui est optimal.

DOI =1, N
DO J =1, N
S1: V(I) = W(I+J)
S2: W(I) = V(I+J)
ENDDO
ENDDO

Fic. 5.1 - FEzemple 5.1
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1. Calcul de DC(L):

Les dépendances et leur abstraction DC pour ce nid de boucles sont :

—depl : V(I)— V(1)

Sys(di,dj) = { di=0 = DC(depl) = {{(0,1)}, {(0,1)}, 0}

dep2 : W(I)— W(I)
DC(dep2) = DC(depl)

—dep3: V(I+J)— V()

sustaindi) = { 2L = DCWas) = (0,00, (0.0).0,-1),0)

—depd: W +J)— W)
DC(depd) = DC(dep3)

L’union des DC's élémentaires de chacune des dépendances est définie par:

DC(L) = U DC(depi) = {{(0.1)}, {(0.1),(1,-1)}, 0}

1<i<4

2. Calcul de I’ensemble des ordonnancements légaux pour DC': HC' est défini

par le systeme de contraintes sur h = (h1,ha):
hy >1
- >
hy >0 — { 22 :}ll >0
hl . h2 Z 0 1 2 —

Le coéne de dépendance DC et le polyedre HC' sont illustrés sur les figures
5.2 (a), (b).

3. Calcul de I’ensemble des ordonnancements pour DAC, HC:

Pour mettre en évidence ’amélioration apportée a la définition du cone de

dépendance, proposée en 3.4, calculons maintenant DAC(L) et HC'

DC(L) = {0, {(0,1),(1,—1)}, 0}
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Puisque DC contient un sommet nul. Le systeme de contraintes pour HC

hey > 1
hi—hy >1

DC et le polyedre HC sont illustrés sur la figure 5.2 (¢), (d).

est

La figure 5.2 met en évidence 'ordonnancement h = (1,1) légal pour DC

mais non légal pour DC.

4. Calcul de I’ensemble des ordonnancements légaux pour DDV (L), HDV :

Le DDV du nid de boucles correspond a 'union des DDV's élémentaires.

Pour cet exemple:

DDV(L) = {(=,<), (<,%)}

HDV (L) est donc l'intersection de HDV (ddvl) et HDV (ddv2).

Les ordonnancements légaux pour les deux ddvs: ddvl = (0, <), ddv2 = (<

,*) peuvent se calculer de la fagon suivante:
— comme le systeme générateur de ddvl est {{(0,1)},{(0,1)},0}.
HDV (ddvl) = { hy > 1

— comme le systeme générateur de ddv2 est {{(1,0)},0,{(0,1)}}.

hi>1

HDV(dde):{ »
, =

Il n’exite donc aucun ordonnancement légal selon les DDV car

HDV (ddvl) 0 HDV (ddv2) = {

5. Génération du code parallele pour 'ordonnancement h=(1,1).

Dans cet exemple, 'ordonnancement i = (1, 1) est légal et méme optimal

puisqu’il correspond au seul sommet du polyedre H !. Nous donnons ici les

1. Si le polyédre entier caractérisant ’'ordonnancement H a un seul sommet qui est entier, il
est alors 'ordonnancement optimal [Dowl90].
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h=(1,1) est valide

h=(1,1) est non valide

0,14
0.1) ///
7
(1f1)
(a) DC
d]
(071) A
7
(1f1)
(c) D

> di

h2
| (L)

(L1) // " 00

: > hl
(b) HC
h2
A (171)
(2,1) e > (1,0)

> hl

(d) HD

Fic. 5.2 - Comparaisons de DC', DC et HC, HC pour lexemple 5.1
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résultats de PIPS apres parallélisation du nid de boucles a partir de cet

ordonnancement.

— La matrice unimodulaire de transformation est la suivante :

= (L)

— Le code parallele généré grace a I'implémentation que j’ai effectuée
dans PIPS est:

DO Ip = 2, 2*N
DOALL Jp = MAX(1-Ip, -1*N), MIN(-1xIp+N, -1)

V(-1%Jp) = W(Ip)
W(-1%Jp) = V(Ip)
ENDDOALL

ENDDO

Cet exemple met en évidence que l'abstraction DDV est trop imprécise pour
pouvoir étre utilisée dans le cadre de la méthode hyperplane et que DC' est plus
précise que DC. Par conséquent, le polyedre d’ordonnancement linéaire calculé
d’apres DC' (i.e. H(DC')) peut éventuellement étre plus grand que celui de ’or-
donnancement calculé selon DC (i.e. H (DAC ).

5.2 Ordonnancement linéaire multi-dimensionnel

L’ordonnancement linéaire multi-dimensionnel d’un nid de boucles de dimen-
sion n correspond a un réordonnancement des boucles tel que ’ensemble des
dépendances est porté par les k boucles externes (k, k < n); les (n — k) autres
boucles internes étant paralleles.

Pour des raisons de simplicité, nous prenons ici le cas d’'un ordonnancement
bi-dimensionnel. La disscusion sur 'ordonnancement multi-dimensionnel est tout

a fait similaire au cas bi-dimensionnel. Le schéma parallele de cet ordonnancement
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bi-dimensionnel est le suivant :

DO ¢ =1}, u}
DO 7, =1}, ul
DOALL i} = I}, /),
DOALL i, = I’ u’.
corps (")
ENDDOALL
ENDDOALL
ENDDO
ENDDO

Un ordonnancement linéaire bi-dimensionnel est caractérisé par deux vec-
teurs affines (h_i, h_é) donnant la direction d’ordonnancement. ’ordonnancement
(h_i, h_é) impose que les itérations paralleles soient dans un hyperplan de dimension

n — 1 vérifiant :

L’ensemble des itérations paralleles forme une serie d’hyperplans paralleles de
dimension n — 1 qui sont orthogonaux a hl et & h2.

Lorsqu’on trouve un ordonnancement légal ﬁ, la génération du code parallele
revient a calculer une matrice unimodulaire M = (my,...m,)" ot my = h_i, My =

.
h2 et a calculer les bornes des nouveaux vecteurs de base.

5.2.1 Ordonnancement légal bi-dimensionnel

Théoreme 5.3 L’ordonnancement (h_i, h_é) est légal si pour toutes les distances

de dépendance cf, il satisfait :

vde D, (h1,h2)-d >0 (5.5)
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L’ensemble des ordonnancements légaux H H d’apres I’ensemble des vecteurs

de distances de dépendance D se déduit de la maniere suivante :
HH = {(h1,h2): Yde D, (hl,h2)-d> 0} (5.6)

Pour les abstractions des dépendances DP, DC et DDV, ’ensemble des or-

donnancements légaux H H P, respectivement H HC', sont définis par:

HHP = {(h1,h2): ¥de DP , (h1,h2)-d> 0} (5.7)
HHC = {(h1,h2): Yde DC , (h1,h2)-d >0} (5.8)

HHDV = {(h1,h2): Vd €& D, (DDV), (h1,h2)-d>0} (5.9)

De méme que pour 'ordonnancement mono-dimensionel, 'utilisation des abs-
tractions DP et DC pour calculer un ordonnancement multi-dimensionnel est

équivalente a celle de D.

Théoreme 5.4 Soit HHP ['ensemble des ordonnancements légaux pour DP et
HHC [lensemble des ordonnancements légaux pour DC. HHP et HHC sont

cquivalents a HH, l'ensemble des ordonnancements légaux pour D.

Preuve Nous prouvons ici que HHC égal a HH.

(1) Puisque D C DC', d’apres les définitions (5.6) et (5.7) on en déduit
que HHC C HH.

(2) Pour prouver que HH C HHC, il suffit de prouver que chaque
élément de HH, (h_i, h_é), est aussi un élément de HHC'.

Soit (h_i, h_é) € H. D’apres la définition (5.5),
vd; e D, (h1,h2)-d; >0
Soit d un vecteur quelconque de DC'. D’apres la définition 3.4,

k k
d=S"Nd: AN >0A 3 N >1
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k k

— — - — — -

(h1,h2)-d = Y N(h1,82) - d; > (3 \) x (min((h1,h2) - d;))

K3

-

Puisque Zle A > 1,
(h1,h2)-d > min((h1,h2)-d;) >0

(h_i, h_é) est aussi un élément de HHC

résultant de (1) et (2), HHC est égal a HH. O

L’ensemble des ordonnancements légaux bi-dimensionnels HH selon D (ou
DP ou DC ou DDV) est une union de plusieurs polyedres. Nous illustrons le
calcul de H H sur I'exemple (5.2).

5.2.2 Exemple

Nous illustrons, sur I'exemple suivant, (1) le calcul d’'un ordonnancement
mono-dimensionnel H et d’un ordonnancement bi-dimensionnel en utilisant D P
comme abstraction des dépendances; (2) la génération du code parallele corres-

pondante au réordonnancement bi-dimensionnel.

DOI =1, N
DO J =1, N
DOK=1, N
A(I,J,K) = A(I,J-1,K) + A(I,J,K-1) + A(I-1,N,K)
ENDDO
ENDDO
ENDDO

Fic. 5.3 - Fremple 5.2
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1. Calcul de DP(L):

Les dépendances et leur abstraction DP pour ce nid de boucles sont les

suivantes :

—depl : A(l,J,K)— A(l,J - 1,K)
depl a une distance de dépendance uniforme, (0,1,0).
DP(depl) = ({(0,1,0)}, 0, 0)

—dep2: A(l,J,K)— A(l,J,K —1)
dep2 a aussi une distance de dépendance uniforme, (0,0,1).
DP(dep2) = ({(0,0,1)}, 0, 0)

—dep3: A(l,J,K)— A(I—1,N,K)

di =1
Sys(di, dj, dk) = { dj <0 = DP(dep3) = ({(1,0,0)},{(0,—1,0)},0)
dk =0

L’ensemble des dépendances représentées par DP pour le nid de boucles

est éagl a 'union des D Ps élémentaires pour chacune des dépendances.
DP(L) = DP(depl) U DP(dep2) U DP(dep3)

Comme
EnvConv(UreiesDP(deps)) = ({(0,1,0),(0,0,1),(1,0.0)}, {(0,~1,0)}.0)
n’est pas lexico-positive, on ne fait que I'union des polyedres DP(depl) et

DP(dep2). Finalement DP est composé de deux polyedres DP1 et DP2:

DP(L) = DP1UDP2

DP1 = DP(depl)U DP(dep2) = ({(0,1,0),(0,0,1)}, @, 0)

DP2 = DP(dep3) = ({(1,0,0)}, {(0,—1,0)}, §)

2. Calcul de H pour DP(L), HP(L):
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Soit h = (h1, ha, hs) un ordonnancement linéaire. D’apres le théoreme 5.2,
le systeme de contraintes devant étre vérifié pour "obtention d’un ordon-

nancement f légal est:

hi >1
he > 1
hs > 1
—hy >0

Ce systeme est non faisable. Il n’exite donc aucun ordonnancement linéaire

mono-dimensionel pour cette boucle.

3. Calcul de HH pour DP(L), HHP(L):

Soit (h_;, h_;) un ordonnancement bi-dimensionnel.

- - h h h
h h t: 11 12 13
(s B2) (/m hay B

Nous décrivons maintenant le calcul du prédicat qui doit étre vérifié sur

(h_;, h_;) pour que I'ordonnancement soit légal.

— Calcul du prédicat P, selon DP1:
D’apres la proposition 3.1

Pr= (((h1,h2)" - (0,1,0)) 3 0) A (A, h2)" - (0,0,1)) > 0)

(h1, b))t~ (0,1,0) >0 = (h1g, hag) > 0
= (h12>1) V (hiz=0Ahgy > 1)

— —

(hyyh2)t+(0,0,1) >0 = (hyg, haz) >0
= (hiz>1) V (hiz=0Ahgz > 1)

Donc,

Pr= (hi2>21Ahi3>1) V (h12=0Aha > 1 Ahy3 > 1)
\/(hlzzl/\hlgz()/\thZl) \/ (h12:0/\h22Zl/\hl3:0/\h2321)
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— Calcul du prédicat P, selon DP2:
D’apres la proposition 3.1
Py = {(h11, h21)} {(=h12, —h22) }, 0} >0

— (hllzl/\—hlzzo) vV (hH:O/\thZl/\—h12:0/\—h2220)
\/(hn:0/\h21:0/\—h12Z1)\/(h11:0/\h21:0/\—h12:0/\—h2221)

— Calcul du prédicat P selon DP(L):

P = Pl/\P2
= (hi1 21 ANhi2=0Ah13>1Ahyp > 1)
\/(hnZl/\h12:0/\h13:0/\h2221/\h2321)

HH est donc composé de I'union de deux polyedres. Voici les deux ordon-

nancements possibles correspondant aux sommets des deux polyedres.

101 1 00
hhl:(()lo) hh22(011)

4. Génération du code parallele avec 'ordonnancement hhl.

Une des matrices unimodulaires de transformation possible pour 1’ordon-

nancement hhl est la suivante:
1 0 1
M=]010
0 0 1

L’application de la transformation unimodulaire M sur le nid de boucles

initial conduit au code parallele suivant :

DO Ip =1, N
DO Jp = 2, 2+N
DOALL Kp = MAX(1,Jp-N), MIN(N, Jp-1)
A(Ip,Jp-Kp,Kp) = A(Ip,Jp-Kp-1,Kp)+A(Ip,Jp-Kp,Kp-1)+A(Ip-1,N,Kp)
ENDDOALL
ENDDO
ENDDO

La complexité du programme initial de 'exemple 5.2 était N3, elle est

reduite a 2( N —1)? apres application du réordonnancement bi-dimensionnel.
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5. Conséquence de I'utilisation de FnvConv(DP(L)):

Sachant que
EnvConv(Unzies DP(deps)) = ({(0.1,0), (0,0, 1), (1,0,0)}. (0. ~1,0)}.0)

n’est pas lexico-postive.
Vérifions si les deux sommets du polyedre caractérisant ’ensemble des or-

donnancements valides dans H H(L) sont légaux selon EnvConv(DP(L))

hhl - EnvConv(DP(L)) = ({(0,1),(1,0),}, {(0,—1)}, 0)

n’est pas lexico-positive.
1 00
hh2 = ( 0 1 1 )

hh2 - EnvConv(DP(L)) = ({(07 1)7 (17 0)7 }7 {(07 _1)}7 Q))
n’est pas lexico-positive non plus.

Nous en déduisons que hhl et hh2 ne sont pas des ordonnancements valides
selon

EnvConv(DP(L)). Ceci montre que I'utilisation de I’enveloppe convexe de
D, contenant des points autres que les combinaisons convexes des éléments
de D, pour calculer un ordonnancement bi-domensionnel (respectivement

multi-domensionnel), conduit parfois & une perte de scheduling valide.

Cet exemple illustre aussi le fait que si les dépendances du nid de boucles,
représentées par DP, doivent étre exprimées par la composition de plusieurs
polyedres lexico-positifs (car leur enveloppe convexe est lexico-négative), alors
il n’existe pas d’ordonnancement mono-dimensionnel valide. Il peut, toutefois,
exister un ordonnancement bi-dimensionnel dont ’ensemble sera composé de
plusieurs polyedres. L’utilisation de leur enveloppe convexe lexico-négative peut

conduire a un ordonnancement bi-dimensionnel non-valide selon EnvConv(DP)
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5.3 Conclusion

Nous avons présenté une parallélisation globale d’un nid de boucles par appli-
cation d’'une méthode de réordonnancement linéaire mono- ou bi-dimensionnel a
partir des abstractions DP ou DC des dépendances. Nous avons prouvé que 'uti-
lisation de DP ou DC' permettait de calculer I’ensemble des ordonnancements
légaux sans perte d’information par rapport a la représentation D. L’utilisa-
tion de DP ou DC pour ce type de parallélisation, basée sur ’application d’une
transformation unimodulaire, est plus efficace que celle de D, pour les cas ou les
dépendances ne sont pas uniformes, ou de DDV (ou DV') qui sont moins précises

et encore utilisées par de nombreux prototypes [Dowl90] [Wol.a91] [SaTh92].
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Conclusion

Nous avons étudié, au cours de these, diverses phases importantes de la pa-
rallélisation d’un programme: les tests de dépendances, les abstractions des dé-
pendances, les relations entre abstractions de dépendance et transformations de
programe et le calcul d’un ordonnancement d’un nid de boucles a partir de ces
abstractions.

Nous avons présenté les différentes méthodes qui ont été proposées pour trou-
ver, de maniere exacte ou approximative, les dépendances existant au sein d’un
nid de boucles. Nous avons détaillé tout particulierement I’algorithme du test de
dépendance du paralléliseur PIPS que nous avons notablement amélioré dans
le cadre de cette these. Une évaluation expérimentale des performances de cet
algorithme a été éffectuée selon différents criteres. D’apres nos expériences, nous

avons constaté que:

— la précision des résultats de ’analyse sémantique du programme a un impact

important sur ’exactitude du test de dépendance;

— dans 93.55% des cas, les tests simples (de complexité polynéomiale) suffisent

pour détecter que le systeme de dépendances traduit une indépendance;

— un algorithme approximatif de recherche de solution entiere peut étre suf-
fisant, en pratique, pour traiter les systemes linéaires caractérisant des dé-
pendances (notre algorithme permet I'obtention d’un résultat exact dans

au moins 97.95% des cas);

— la taille des systemes de dépendances a résoudre, lors de I’élimination d’une
variabe par Fourier-Motzkin, a dans 99.73% des cas un nombre de contraintes

inférieur a 4



— la complexité moyenne de ’algorithme de Fourier-Motzkin est, dans la pra-

tique, polynomiale.

Nous avons remarqué que le manque de précision sur les dépendances, existant
réellement dans le programme, vient principalement du manque d’information
introduit dans les systemes de dépendances. Ce manque d’information est du
parfois au fait que les hypotheses de linéarité ne sont pas respectées. L utilisa-
tion de techniques non-linéaires et d’extensions interactives et dynamiques au
paralléliseur sont souhaitables.

Nous avons évalué la performance des trois options du test de dépendance
proposées dans PIPS et les améliorations qu’apportaient ces tests plus sophis-
tiqués. Nous avons fait cette évaluation en mesurant le nombre d’indépendances
trouvées pour chacune des options du test. Cependant, cette évaluation ne re-
flette pas l'effet du test de dépendances sur le taux de parallélisme engendré par
chacune des options. Il faudrait compléter cette évaluation. Deux possibilités s’of-
frent alors: évaluer le parallélisme du programme parallélisé de maniere statique
en calculant le nombre de boucles parallélisées ou de maniere dynamique en me-
surant les temps d’exécution du programme parallele sur une machine parallele
réelle [EiBl91] ou simulée [PePa92a] [PePa92b].

Nous avons comparé les précisions de différentes abstractions des dépendances.
Leur précision est décroissante selon 1’ordre suivant: les itérations de dépendance
(DI), les vecteurs de distance de dépendance (D), le cone de dépendance (DC),
les vecteurs de direction de dépendance (DDV) et les profondeurs de dépendance
(DL). Nous avons ajouté une contrainte supplémentaire a la définition de I’abs-
traction DC' caractérisant le cone de dépendance et qui a été introduite par F.
Irigoin et R. Triolet dans [Ir'Tr88b]. Cette contrainte garantit que tout scheduling
linéaire légal déduit des informations représentées par D restera légal en utilisant
cette nouvelle abstraction DC'. Les algorithmes de calcul du polyedre de dépen-
dance et du cone de dépendance ont été intégrés au test de dépendance de PIPS
dans le cadre de cette these.

Lors de I'abstraction des dépendances par un polyedre des dépendances, il est
possible de remplacer 'union de deux DP (ou DC') par leur enveloppe convexe si

cette enveloppe convexe est égale a ’ensemble des éléments qui sont combinaisons
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convexes des éléments des deux polyedres. Dans les autres cas, 1'utilisation de
I’enveloppe convexe des dépendances ne permet pas trouver tous les schedulings
linéaires valides et conduit parfois a une perte de parallélisme du programme.
Des conditions suffisantes ont été donc proposées pour effectuer une union des
dépendances d’un nid de boucles représentées par DP ou DC, dans tous les cas
ou cette union est valide.

Nous avons introduit la condition nécessaire et suffisante permettant d’utiliser
une abstraction pour tester la légalité d’une transformation de reconstruction, de
réordonnancement ou encore unimodulaire. Nous avons montré que I est une
abstraction admissible pour toute transformation unimodulaire et que ’abstrac-
tion admissible et minimale 1) pour une inversion de boucle est DL, 2) pour une
permutation de boucles est DDV, 3) pour une transformations unimodulaire est
DC', 4) pour un partitionnement est DC', 5) pour une parallélisation de boucles
est DDV . 1l serait intéressant maintenant d’étudier aussi I’abstraction admissible
et minimale d’autres transformations importantes telles que: loop alignment et
loop rotation.

Il faut noter que la précision de DC' est suffisante pour réaliser une paralléli-
sation globale d’un nid de boucles par application d’une méthode de réordonnan-
cement linéaire mono- ou bi-dimensionnel. L’utilisation de DP ou DC permet de
calculer ’ensemble des schedulings 1égaux sans perte d’information par rapport
a la représentation D.

Le calcul d'un scheduling multi-dimensionnel est un sujet récent. Plusieurs
algorithmes ont été proposés par de nombreux chercheurs. Les abstractions gé-
néralement utilisées sont DI ou D. Puisque nous avons prouvé que 'utilisation
de DP ou DC permet de calculer ’ensemble des schedulings 1égaux sans perte
d’information par rapport a la représentation D, I’étude d’un algorithme général
de calcul d’un scheduling multi-dimensionnel, utilisant DP ou DC pour les cas

ou D est un ensemble infini, conduirait a un résultat intéressant.
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